Simulacion

Un enfoque practico

LIMUSA

NORIECA EDNTORES




CONTENIDO

L. Introduccién, 11
L1. Definicién de Simulacion 11
1.2. El;.apas para reu;hzur un Estudm I:le Slmulur:lﬁn 12

14

no-uniformes 14

1.3.2. Lenguajes de programaci6n. 15
L3.3. Condiciones iniciales 15
L3.4 Tamadode la muestra 15
1.3.5. Disefio de experimentos. 16

1.4. Ventajas y desventajas en el uso de simulacién. 17
1.5. Ejemplos de usos de simulacién I8

2, Generacion de nimeros rectangulares. 19
2.1. Generadores congruenciales lineales. 20

2.1.1. Congruencial mixto. 20
2.1.2. Congruencial multiplicativo. 25

3. Pruebas estadisticas para los naimeros pseudoaleatorios, 31
3.1. Prueba de los promedios. 31
3.2. Prueba de frecuencias, 33
3.3. Prueba de la distancia. 35

3.3.1. Numeros pseudoaleatorios considerados como
digitos. 30

3.3.2. Numeros pseudoaleatorios considerados como
niimeros reales, 36




10 Contenido

3.4, Prueha de series 48
3.5. Prueba de Kolmogorov-Smirnov. 40
3.6. Prueba del poker. 43
3.7. Prueba de las corridas. 46
3.7.1. Prueba de las corridas arriba v abajo del
promedio. 46
3.7.2. Prueba de las corridas arriba y abajo. 46
4. (Generacion de variables aleatorias no-uniformes. 49
4.1. Método de la transformada inversa. 49
4.2, Método de rechazo. 53
4.3. Método de composicidon. 56
4.4. Procedimientos especiales. 60
5. Aplicaciones de simulacion, 67
Ejemplo 5.1. Juego de volades. 67
Ejemplo 5.2, Camién transportador. 68
Ejemplo 5.3. Estimacién de n T4
Ejemplo 5.4. Proyecto de inversion. 78
Ejemplo 5.5. Sistema de inventarios. B4
Ejemplo 5.6. Sistema de colas. 89
6. Andalisis de los resultados de la simulacién, 107
6.1, Métodos de estimacion. 107
6.2. Simulacién regenerativa. 110
7. Lenguajes de simulacion. 123
7.1. Ventajas de los lenguajes de simulacion. 123
7.2. Caracteristicas de los lenguajes de simulacién. 124
7.3. Factores a considerar en la seleccién de un lenguaje, 126
7.4. Clasificacidn de los lenguajes de simulacién. 127
1.5. Introduccidn al GPSS 129
Apéndice A. Nimeros aleatorios uniformes. 154
Apéndice B. Distribucién normal. 155
Apéndice C. Distribucién x? 156
Bibliografia. 157




1
INTRODUCCION

Con el advenimiento de la computadora, una de las mas importan-
tes herramientas para analizar el disefio y operacion de sistemas o pro-
cesos complejos es la simulacion,

Aunque la construccion de modelos arranca desde el Renacimiento,
el uso moderno de la palabra simulacién data de 1940, cuando los
cientificos Von Neuman y Ulam que trabajaban en el proyecto Monte
Carlo, durante la Segunda Guerra Mundial, resolvieron problemas de
reacciones nucleares cuya solucidon experimental seria muy cara y el
andlisis matemético demasiado complicado.

Con la utilizacién de la computadora en los experimentos de simu-
lacion, surgieron incontables aplicaciones y con ello, una cantidad
mayor de problemas teéricos y précticos. En este libro se intenta por
consiguiente, investigar y analizar cierto nimero de aplicaciones im-
portantes de simulacién de las dreas de economia, administracién de
negocios e investigacién de operaciones, asi como también sugerir al-
gunos métodos alternativos para resolver algunos problemas teéricos y
précticos que surgen al efectuar simulaciones reales.

1.1. DEFINICION DE SIMULACION

Se ha empezado a utilizar la palabra simulacién sin haber dado pre-
viamente una definicion de ella. Por consiguiente, antes de proseguir
con la discusion de este tema, seria conveniente describir algunas de
las definiciones méas aceptadas y difundidas de la palabra simulacién.
Thomas H. Naylor la define asf:
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12  Introduccidn

Simulacion es una técnica numérica para conducir experimentos en una
computadora digital. Estos experimentos comprenden ciertos tipos de
relaciones matemdticas y logicas, las cuales son necesarias para deseribir
el comportamiento v la estructura de sistemas complejos del mundo real
a traves de largos periodos de tiempo.

La definicién anterior estd en un sentido muy amplio, pues puede
incluir desde una maqueta, hasta un sofisticado programa de compu-
tadora. En sentido mas estricto, H. Maisel y G. Gnugnoli, definen
simulacién como:

Simulacion es una técnica numérica para realizar experimentos en una
computadora digital Estos experimentos involucran ciertos tipos de mo-
delos matemdticos vy ldgicos que describen el comportamiento de siste-
mas de negocios, econdmicos, sociales, bioldgicos, fisicos o quimicos a
través de largos periodos de tiempo.

Otros estudiosos del tema como Robert E. Shannon. definen simu-
lacién como:

Simulacidn es el proceso de disefar v desarrollar un modelo computariza-
do de un sistema o proceso y conducir experimentos con este modelo con
el propésito de entender el comportamiento del sistema o evaluar varias
estrategias con lag cutles se puede operar el sistema.

Las definiciones anteriores no especifican si los sistemas modela-
dos son continuos o discretos. Sin embargo, es necesario senalar que el
grueso de este libro esté dedicado al disefio, analisis y validacion de sis-
temas dinAmicos discretos. Algunos autores de este tema como Geof-
frey Gordon en su libro System Simulation, tratan a fondo el Anédlisis
y estudio de sistemas dinamicos continuos.

1.2. ETAPAS PARA REALIZAR UN ESTUDIO
DE SIMULACION

Se ha escrito mucho acerca de los pasos necesarios para realizar
un estudio de simulacién. Sin embargo, la mayoria de los autores opi-
nan que los pasos necesarios para llevar a cabo un experimento de
simulacion son:

*  Definicidn del sistema Para tener una definicion exacta del
sistema que se desea simular, es necesario hacer primeramente
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un andlisis preliminar del mismo, con el fin de determinar la
interaccién del sistema con otros sistemas, las restricciones del
sisterna, las variables que interactian dentro del sistema y sus
interrelaciones, las medidas de efectividad que se van a utilizar
para definir y estudiar el sistema y los resultados que se esperan
obtener del estudio.

Formulacién del modelo. Una vez que estdn definidos con exacti-
tud los resultados que se esperan obtener del estudio, el siguien-
te paso es definir ¥ construir el modelo con el cual se obtendrén
los resultados deseados. En la formulacién del modelo es necesa-
rio definir todas las variables que forman parte de él, sus rela-
ciones logicas y los diagramas de flujo que describan en forma
completa al modelo.

Coleccion de datos. Es posible que la facilidad de obtencion de
algunos datos o la dificultad de conseguir otros, pueda influen-
ciar el desarrollo y formulacién del modelo. Por consiguiente,
es muy importante que se definan con claridad y exactitud los
datos que el modelo va a requerir para producir los resultados
deseados. Normalmente, la informacion requerida por un mo-
delo se puede obtener de registros contables, de drdenes de tra-
bajo, de dérdenes de compra, de opiniones de expertos y si no
hay otro remedio por experimentacion.

Implementacion del modelo en la computadora. Con el modelo
definido, el siguiente paso es decidir si se utiliza algin len-
guaje como fortran, basic, algol, etc., o se utiliza algun pa-
quete como GPSS, simula, simscript, etc., para procesarlo en
la computadora v obtener los resultados deseado .
Validacién. Una de las principales etapas de un estudio de simu-
lacién es la validacion. A través de esta etapa es posible de-
tallar deficiencias en la formulacion del modelo o en los datos
alimentados al modelo. Las formas mas comunes de validar
un modelo son:

La opinién de expertos sobre los resultados de la simulacién.
La exactitud con que se predicen datos historicos.

La exactitud en la prediccion del futuro.

La comprobacion de falla del modelo de simulacién al uti-
lizar datos que hacen fallar al sistema real.

5. La aceptacién y confianza en el modelo de la persona que
hara uso de los resultados que arroje el experimento de
simulacién

N

Experimentacion. La experimentacion con el modelo se reali-
za después de que éste ha sido validado. La experimentacion
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consiste en generar los datos deseados vy en realizar analisis
de sensibilidad de los indices requenidos.

* [Interpretacion. En esta etapa del estudio, se interpretan los
resultados que arroja la simulacién y en base a esto se toma
una decisiom. Es obvio que los resultados que se obtienen de
un estudio de simulacién ayudan a soportar decisiones del tipo
semi-estructurado, es decir, la computadora en si no toma la
decision, sino gue la informacion que proporciona ayuda a to-
mar mejores decisiones y por consiguiente a sisteméticamen-
te obtener mejores resultados.

* Documentacién. Dos tipos de documentacién son requeridos
para hacer un mejor uso del modelo de simulacién. La primera
se refiere a la documentacion de-tipo técnico, es decir, a la do-
cumentacién que el departamento de Procesamiento de Datos
debe tener del modelo. La segunda se refiere al manual del

usuario, con el cual se facilita la interacciéon y el uso del modelo
desarrollado. a través de una terminal de computadora.

1.3. FACTORES A CONSIDERAR EN EL DESARROLLO
DEL MODELO DE SIMULACION

Puesto que la simulacion estd basada fuertemente en la teoria de
probabilidad y estadistica, en matemédticas, en ciencias computaciona-
les, ete., es conveniente decir algunas ideas de como intervienen estas
areas en el desarrollo v formulacion del modelo de simulacion.

1.3.1. Generacion de variables aleatorias
no-uniformes

Si el modelo de simuiacion es estocéstico, la simulacion debe ser
capaz de generar variables aleatorias no-uniformes de distribuciones
de probabilidad tedricas o empiricas. Lo anterior puede ser obtenido si
se cuenta con un generador de niimeros uniformes y una funcion que
transforme estos niimeros en valores de la distribucién de probabilidad
deseada. A este respecto, se han desarrollado una gran cantidad de ge-
neradores para las distribuciones de probabilidad mas comunes como:
La distribucién normal, la distribucién exponencial, la distribucién
poisson, la distribucitn erlang, la distribucién binomial, la distribucion
gamma, la distribucién beta, la distribucién F, la distribucion t, ete.
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1.3.2. Lenguajes de programacion

Las primeras etapas de un estudio de simulacidn se refieren a la de-
finicion del sistema a ser modelado y a la descripcién del sistema en
términos de relaciones logicas de sus variables y diagramas de flujo.
Sin embargo, llega el momento de describir el modelo en un lenguaje
que sea aceptado por la computadora que se va a usar, En esta etapa se
tienen dos cursos de accién a seguir si no se tiene nada de software
sobre simulacion: 1) Desarrollar el software requerido para estudios de
simulacién, 6 2) Comprar software (lenguajes de programacion de pro-
posito especial). Para esta alternativa es necesario analizar y evaluar
varios paquetes de simulacién (GPSS, GASP, etc.) antes de tomar la
decisién final.

1.3.3. Condiciones iniciales

La mayoria de los modelos de simulacién estocdstica se corren con
la idea de estudiar al sistema en una situacién de estado estable. Sin
embargo, la mayoria de estos modelos presentan en su etapa inicial es-
tados transientes los cuales no son tipicos del estado estable. Por con-
siguiente es necesario establecer claramente las alternativas o cursos
de acciébn que existen para resolver este problema. Algunos autores
piensan que la forma de atacar este problema seria a través de:

* Usar un tiempo de corrida lo suficientemente grande de modo
que los periodos transientes sean relativamente insignifican-
tes con respecto a la condicion de estado estable.

* Excluir una parte apropiada de la parte inicial de la corrida.

» Utilizar simulacién regenerativa.

Obviamente, de las tres alternativas presentadas, la que presenta
menos desventajas es el uso de simulacion regenerativa. Las ntras al-

ternativas presentan las desventajas de ser prohibitivamente excesi-
vas en costo.

1.3.4. Tamafio de la muestra

Uno de los factores principales a considerar en un estudio de simu
lacion es el tamafio de la muestra (mimero de corridas en la computadora).
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La seleccién de un tamafo de muestra apropiado que asegure un nivel de-
seado de precisién y a la vez minimice el costo de operacién del modelo, es
un problema algo dificil pero muy importante. Puesto que la informacion
proporcionada por el experimento de simulacién seria la base para decidir
con respecto a la operacion del sistema real, esta informacién debera ser
tan exacta y precisa como sea posible o al menos el grado de imprecision
presente en la informacién propurcionada por el modelo debe ser conocida.
Por consiguiente, es necesario que un andlisis estadistico sea realizado
para determinar el tamafio de muestra requerido.

El tamafio de la muestra puede ser obtenido de dos maneras:

1. Previa e independientemente de la operacién del modelo, o

2. Durante la operacidm del modelo y basado en los resultados
arrojados por el modelo. Para la altima alternativa se utiliza
la técnica estadistica de intervalos de confianza.

1.3.5. Disefio de experimentos

El disefio de experimentos es un topico cuya relevancia en experi-
mentos de simulacion ha sido reconocida pero raramente aplicado. El
disefio de experimentos en estudios de simulacion puede ser de varios
tipos, dependiendo de los propésitos especificos que se hayan plantea-
do. Existen varios tipos de anélisis que pueden ser requeridos. Entre
los méas comunes e importantes se pueden mencionar los siguientes:

* (Comparacion de las me-lias y variancias de las alternativas
analizadas.

* Determinacion de la importancia y el efecto de diferentes va-
riables en los resultados de la simulacién.

* Buasqueda de los valores Optimos de un conjunto de variables.

Para realizar el primer tipo de andlisis, al cual se le denomina co-
miinmente disefio de experimentos de un factor simple, es necesario to-
mar muy en cuenta el tamafio de la muestra, las condiciones iniciales y
la presencia o ausencia de autocorrelacion. Para el segundo tipo de ana-
lisis, existe una gran cantidad de literatura, puesto que la gran
mayoria de los libros de texto de disefio de experimentos, explican o
tratan el tema de analisis de variancia y técnicas de regresion como me-
dios para evaluar la importancia v el efecto de varias variables en los
resultados de operacién de un sistema. Para el tercer tipo de anélisis,
generalmente se requiere utilizar algoritmos heuristicos de bisqueda
como por ejemplo el algoritmo de Hooke y Jeeves,
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1.4. VENTAJAS Y DESVENTAJAS EN EL
USO DE SIMULACION

Aungue la técnica de simulacién generalmente se ve como un mé-
todo de ultimo recurso, recientes avances en las metodologias de simu-
lacion y la gran disponibilidad de software que actualmente existe en el
mercado, han hecho que la téenica de simulacion sea una de las herra-
mientas mas ampliamente usadas en el andlisis de sistemas. Ademéas
de las razones antes mencionadas, Thomas H. Naylor ha sugerido que
un estudio de simulacién es muy recomendable porque presenta las si-
guientes ventajas:

A través de un estudio de simulacién, se puede estudiar el
efecto de cambios internos y externos del sistema, al hacer al-
teraciones en el modelo del sistema y observando los efectus
de esas alteraciones en el comportamiento del sistema.

Una observacion detallada del sistema que se esté simulando
puede conducir a un mejor envendimiento del sistema y por
consiguiente a sugerir estrategias que mejoren la operacion v
eficiencia del sistema.

La técnica de simulacién puede ser utilizada como un instru-
mento pedagdgico para ensefiar a estudiantes habilidades ba-
sicas en analisis estadistico, analisis tedrico, ete.

La simulacién de sistemas complejos puede ayudar a enten-
der mejor la operacion del sistema, a detectar las variables
mis importantes que interactian en el sistema y a entender
mejor las interrelaciones entre estas variables,

La técnica de simulacion puede ser usada para experimentar
con nuevas situaciones, sobre las cuales se tiene poca o ningu-
na informacion. A través de esta experimentacion se puede
anticipar mejor a posibles resultados no previstos.

La técnica de simulacién se puede utilizar también para
entrenamiento de personal. En algunas ocasiones se puede te-
ner una buena representacion de un sistema (como por ejem-
plo los juegos de negocios), y entonces a través de él es posible
entrenar y dar experiencia a cierto tipo de personal.

Cuando nuevos elementos son introducidos en un sistema, la
simulacién puede ser usada para anticipar cuellos de botella o
algan otro problema que puede surgir en el comportamiento
del sistema.

A diferencia de las ventajas mencionadas, la técnica de simulacion
presenta el problema de requerir equipo computacional v recursos hu-
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manos costosos. Ademis, generalmente se requiere bastante tiempo
para gue un modelo de simulacién sea desarrollado y perfeccionado. Fi-
nalmente, es posible que la alta administracion de una organizacion no
entienda esta técnica v esto crea dificultad en vender Ia idea.

1.5. EJEMPLOS DE USOS DE SIMULACION

Existe una gran cantidad de areas donde la técnica de simulacién
puede ser aplicada. Algunos ejemplos podrian ser los siguientes:

Simulacién de un sistema de colas. Con la técnica de simu-
lacién es posible estudiar y analizar sistemas de colas cuya
representacién matematica seria demasiado complicada de
analizar. Ejemplos de estos sistemas serian aquellos donde es
posible la llegada al sistema en grupo, la salida de la cola del
sistema, el rehusar entrar al sistema cuando la cola es excesi-
vamente grande, etc.

Simudaciéon de un sistema de inventarios. A través de simu
lacitn se pueden analizar més facilmente sistemas de inventa-
rios donde todos sus pardmetros (tiempo de entrega, demanda,
costo de llevar inventario, etc.), son estocésticos.

Simulacién de un proyecto de inversiém. Existen en la practi-
ca una gran cantidad de proyectos de inversitn donde la incer-
tidumbre con respecto a los flujos de efectivo que el proyecto
genera a las tasas de interés, a las tasas de inflacion, etc., hacen
dificil v a veces imposible manejar analiticamente este tipo de
problemas. Para este tipo de situaciones el uso de simulacion
es ampliamente recomendado.

Simulacién de sistemas econdmicos. La técnica de simulacion
puede ser utilizada para evaluar el efecto de cierto tipo de de-
cisiones (devaluaciéon de la moneda, el impuesto al valor agre-
gado, etc.), en las demés variables macroecontmicas como:
producto nacional bruto, balanza comercial, inflacién, oferta
monetaria, circulante, etc.

Simulacion de estados financieros. La expansion y diversifica-
cidn de una organizaciém a través de la adquisicion y estableci-
miento de nuevas empresas, repercuten significativamente en su
posicién y estructura financiera. Por consiguiente, el uso de
simulacién permite analizar cuél de las estrategas de creci-
miento son las que llevaran a la organizacién al logro de sus
objetivos ¥ metas de corto, mediano y largo plazos.




2
GENERACION DE NUMEROS
RECTANGULARES

En todos los experimentos de simulacién existe la necesidad de ge-
nerar valores de variables aleatorias que representan a una cierta
distribucién de probabilidad. Durante un experimento de simulacién,
el proceso de generar un valor de la variable aleatoria de una distriou-
cibn particular, puede repetirse tantas veces como se desee y tantas ve-
ces como distribuciones de probabilidad existan en el experimento de
simulacitn. Sin embargo, es conveniente sefialar que el proceso de genera-
citm de variables aleatorias no uniformes se hace a partir de la generacion
de nimeros rectangulares. Por consiguiente, el objetivo de este capitulo es
mostrar un panorama general de las diferentes técnicas que existen para
generar niimeros rectangulares.

La importancia de los niimeros rectangulares (distribucion uniforme)
radica en su uso para la generacion de variables aleatorias méds complicadas
que son requeridas en los experimentos de simulacion. Algunos autores co-
mo Tocher, han sugerido tres formas para obtener los nimeros rectangula-
res: La provision externa, la generacion interna a partir de un proeeso fisico
al azar y la generacién interna de sucesiones de digitos por medio de una re-
laciém de recurrencia. El primer método implica tener los nimeros aleato-
rios, como por ejemplo las tablas de la Rand, en una cinta magnética o en
un disco y tratar a estos nimeros como datos de entrada para el problema
que se esté simulando. El segundo método implica utilizar alghin aditamien-
to especial de la computadora digital capaz de registrar los resultados de un
proceso aleatorio y ademds, reduzca esos resultados a sucesiones de digitos.
El tercer método, y uno de los méas aceptados, implica la generacion de es-
tos nimeros rectangulares a través de una relacidon de recurrencia.

Independientemente del proceso o procedimiento que se utilice para
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la generaciém de los nlimeros rectangulares, estos deben de poseer ciertas
caracteristicas deseables que aseguren o aumenten la confiabilidad de los
resultados obtenidos de la simulacion. Tales caracteristicas son:

Uniformemente distribuidos,

Estadisticamente independientes,

Reproducibles,

Periodo largo (sin repeticion dentro de una longitud determi-
nada de la sucesion),

Generados a través de un método rapido.

Generados a través de un método que no requiera mucha ca-
pacidad de almacenamiento de la computadora.

e 52 b2

& o

Finalmente, es necesario sefialar que algunos autores califican a
los nimeros rectangulares generados a través de relaciones de re-
currencia con nameros pseudoaleatorios, por ser una sucesiom de
digitos generada mediante una regla puramente deterministica, Sin
embargo, esta objeciom puede superarse, al menos parcialmente, al to-
mar el punto de vista un tanto pragmético de que una sucesion puede
considerarse aleatoria si satisfuce un cierto conjunto de pruebas
estadisticas de aleatoriedad.

2.1. GENERADORES CONGRUENCIALES LINEALES

Varios esquemas han sido propuestos para la generacion de los na-
meros pseudoaleatorios a través de relaciones matematicas de recu-
rrencia. Estos nimeros se consideran pseudoaleatorios, porque aungue
pasan todas las pruebas estadisticas de aleatoriedad, ellos son de he-
cho completamente deterministicos. Actualmente, casi todas las compur
tadoras incluyen en sus programas de biblioteca alguna variante de
los métodos congruenciales sugeridos por Lehmer. Los dos métodos
congruenciales mas populares son: congruencial mixto y congruencial
multiplicativo.

2.1.1. Congruencial mixto

Los generadores congruenciales lineales generan una secuencia de
nimeros pseudoaleatorios en la cual el proximo mimero pseudoaleatorio
es determinado a partir del altimo mimero generado, es decir, el mamero
pseudoaleatorio X.., es derivado a partir del mimero pseudoaleatorio X..
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Para el caso particular del generador congruencial mixto, la relacién de re-
currencia es la siguiente:

KXo = laX, + ¢) mod m (2.1)
donde:

Xy = la semilla (X; =0)
a = el multiplicador (2 =0}
¢ = constante aditiva (¢ > 0)
m = el médulo (m>X,, m>a ym>c)

Esta relacién de recurrencia nos dice que X.., es el residuo de dividir
aX, + ¢ entre el médulo. Lo anterior significa que los valores posibles
de X,.;s0n0, 1, 2, 3, ..., m -1, es decir, m representa el niimero posible de
valores diferentes que pueden ser generados.

Con el propdsito de ilustrar la generacién de numeros pseudoalea-
torios a través de este método, suponga que se tiene un generador en el
cual los valores de sus parametros son:a =5, ¢ =T7,X, =4y m = 8,
Para estos valores, la secuencia de nimeros psendoaleatorios y ntime-
ros uniformes (X..,/m) son mostrados en la tabla 2-1. Como se puede
apreciar en esta tabla, el periodo del generador es 8.

Después de haber analizado este ejemplo, podria pensarse que el
periodo de todo generador es siempre igual a m. Sin embargo, esto es
falso porque el periodo depende de los valores asignados a los para-
metros a, ¢, X, ¥ m, es decir, se requiere seleccionar valores adecuados
para estos parametros con el fin de que el generador tenga periods
completo.

TABLA 2.1. Nameros pseudnaleatorios del generador X.., = (5X. 4+ 7) mod B.

Numeros
n X. i5X. + TW8 X.q uniformes
0 4 3+ 38 3 3/8
1 3 2+ 6/8 6 6/8
2 6 4 + 5/8 5 5/8
3 5 4 + 0/8 0 0
4 0 0+ 78 7 T/8
6 T o+ 2/8 2 2/8
6 2 2+ 1/8 1 1/8
7 1 1+ 4/8 4 4/8
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Para ilustrar el caso que se presenta cuando el periodo < m, supon-
ga que se tiene un generador en el cual los valores de sus parametros
son:a = X, =¢ = T7ym = 10. Para estos valores, la secuencia de na-
meros pseudoaleatorios y mimeros uniformes son mostrados en la ta-
bla 2.2. Como puede apreciarse en esta tabla, el periodo del generador
es 4. Esto demuestra que una seleccién inadecuada de los valores de
los pardmetros del generador, puede conducirnos a obtener resultados
indeseables v poco confiables del experimento de simulacion.

TABLA 2.2. Numeros pseudoaleatorios del generador X.., = (1X, +.7) mod 10.

Nimeros
n X (TX. + TW10 Xoa uniformes
0 7 5 4+ 6/10 6 6/10
1 6 4 + 910 9 9/10
2 9 7+ 010 0 0
3 0 0+ 710 7 7/10

s ]

De los ejemplos anteriowes, se advierte la necesidad de establecer
algunas reglas que puedan ser utilizadas en la seleccion de los valores

de los parametros, para que el generador resultante tenga periodo
completo. Algunas de estas reglas se mencionan a continuacion:

al Seleccién de m.
Existen dos opciones para seleccionar el valor apropiado del médulo:

1. Seleccionar m de modo que sea el nimero primo mas grande
posible y a que a su vez sea menor que p’, donde p es la base del
sistema (binario, decimal, hexadecimal, etc.) que se esta utili-
zando y d es el namero de bits que tiene una palabra de compu-
tadora en ese sistema. Por ejemplo, si se tiene una computadora
IBM 370 que trabaja en sistema binario, entonces p = 2y d = 32.

2. Seleccionar m como p*. Cuando m toma este valor se facilita el
céalculo del nimero rectangular (/. = X./m), va que sblo se
corre el punto binario o decimal a la izquierda del namero, Sin
embargo, se ha comprobado que cuando el médulo toma este va-
lor, los Gltimos digitos delmimero pseudoaleatoric generado no
se comportan en forma aleatoria.

_ Para ilustrar el problema que se presenta cuando se utiliza el crite-
rio 2, suponga que se tiene un generador cuyos pardmetros son: a = 81,
e = 89, Xy = by m = 10°, Para estos valores, la secuencia de nimeros
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pseudoaleatorios son mostrados en la tabla 2.3. En esta tabla se puede
apreciar que el tltimo digito del nimero pseudoaleatorio tiene un
periodo de 10. Esto significa que el Gltimo digito puede ser determina-
do a partir de la siguiente relacién de recurrencia:

You = (Y. + 9 mod 10

TABLA 2.3. Numeros pseudoaleatorios del generador X, ,, = (81X + 89)
mod 100

n X, n X, n X, n X, n X.
1 94 21 T4 41 o4 61 34 Bl 14
2 03 22 B3 42 63 62 43 82 23
3 32 23 12 43 92 63 72 83 52
4 Bl 24 61 44 41 64 21 B4 01
5 50 26 30 45 10 85 o0 85 T0
6 39 26 19 46 99 66 79 86 58
7 48 27 28 47 08 67 B8 B7 B8
B 17 2B 57 48 37 68 17 RE 97
9 26 29 06 49 B6 89 66 89 46

10 95 a0 75 50 55 70 35 90 15

11 84 31 64 5l 44 71 24 91 04
12 93 32 73 52 53 72 33 92 13
13 22 33 02 53 82 T3 62 83 42
14 71 34 al o4 31 14 11 94 91
15 40 35 20 55 00 5 80 85 60
16 29 36 09 26 59 6 69 96 49
17 38 37 18 a7 o8 17 T8 a7 58
18 67 38 47 b8 27 78 C7 98 87
19 16 39 96 59 76 74 56 99 36
20 85 40 85 60 45 80 25 100 05

Del ejemple anterior, es posible generalizar una relacién de re-
currencia que relacione los tltimos digitos del nimero pseudoaleatorio
generado. Si m = p“, se ha encontrado que la relacion de recurrencia de
los Gltimos digitos es la siguiente:

Y,,,.=X,, mod Pii <d (2.2.)

donde:

Y. = ultimos i digitos del nimero pseudoaleatorio X,..
i = fltimos i digitos que se estan considerando. El valor
deipuedeserl, 2 3, ...d - 1.
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Por ejemplo, sii = 1, la expresion (2.2) permite determinar el valor del
ultimo digito del nimero pseudoaleatorio X..4, si i = 2, se determina el
valor de los dos Gltimos digitos v asi sucesivamente.

La expresion (2.2} puede ser manipulada y expresada en funcion de los
altimos digitos del nimero pseudoaleatorio inmediato anterior, de acuer-
do a lo siguiente:

}'..-l-]_ i = xn-l-l I.'I'IUS:[ pl’
sustituyendo en la expresion anterior la ecuacion (2.1) se obtiene:
Y.,y = laX, + ¢) mod p* mod p'

pero si g es la parte entera que resulta de dividir (aX. + ¢)ip?, entonces
la expresion anterior se transforma en:

Y., = laX. + ¢ —gp”’) mod p’
Yo, = laX, + ¢) mod p'
Y.a.=aX.mod p' + c mod p'

vy como X mod m = (X mod m) mod m, entonces la expresion anterior
se transforma en:

Y. = (aX, mod p') mod p' + ¢ mod p’

y haciendo uso de la identidad (2.2), la expresion anterior se transforma
finalmente en:

Yii, = la¥., + ¢/ mod p' (2.3)

esta Gltima expresion también tendra periodo completo (p') si el gene-
rador tiene un periodo de p°

b) Selececidn de a

El valor seleccionadu de a debe ser entero impar, v ademas no debe
ser divisible por 3 ¢ 5. Sin embargo, si queremos asegurar que el gene-
rador tenga periodo completo, el valor de a se debe de seleccionar de
acuerdo al siguiente criterio:

(@ —1) mod 4 = 0 si 4 es un factor de m
@ =1)mod & = 0 si-b es un factor primo de m
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Usualmente se selecciona a como 2* + | cuando se trabaja en siste-
ma binario y 10" + 1 cuando se trabaja en sistema decimal. En ambos
casos el valor de k& debe ser mayor o igual a 2.

¢) Seleccidon de ¢

El valor seleccionado para este parametro puede ser cualquier
constante. Sin embargo, si se desean asegurar buenos resultados el va-
lor de ¢ debe ser ¢ mod 8 = 5 si se trabaja en sistema binario y ¢ como
mod 200 = 21 si se trabaja en sistema decimal. Mas especificamente,
el valor de ¢ debe ser un entero impar v relativamente primo a m.

d) Seleccidn de X,

Para el generador congruencial mixto, se ha encontrado que el va-
lor de la semilla es irrelevante, es decir, el valor de este parametro re-
sulta tener poca o ninguna influencia sobre las propiedades estadisti-
cas de las sucesiones,

Finalmente, antes de terminar la discusién de este generador, con-
viene sefalar que existen otras formas matematicas de representarlo.
Tales formas son las siguientes:

x.={a~xﬂ+c{""—"l] }mndm (2.4)

a —1

x-u = {ﬂ"xg*‘r{%l }mﬂdm '2.5'
ﬂ—

Con la expresion (2.4) el n-ésimo nimero pseudoaleatorio se ob
tiene a partir de la semilla. Con la expresion (2.5} el n + k-ésimo nime-
ro pseudoaleatorio se obtiene a partir del k-ésimo namero, es decir, si
por ejemplo n + k = 10 y k = 4, entonces significa que el niimero
pseudoaleatorio 10 se va a obtener a partir del nimero 4.

2.1.2. Congruencial multiplicativo

Al igual que el generador congruencial mixto, el generador
congruencial multiplicativo determina el proximo nimero pseudoalea-
torio a partir del altimo numero generado, de acuerdo a Ia siguiente re-
lacion de recurrencia:
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X =aX, mod m (2.6}

Para este generador se recomienda también seleccionar adecuada-
mente los valores de los parametros a, Xy y m, con el fin de asegurar un
periodo méximo para las sucesiones generadas por este método. Los
valores de estos parametros dependeran del sistema en que se trabaje,
es decir, estos pardmetros tomaran valores distintos si se trabaja en
sistema decimal, que si se trabaja en sistema binario. Por consiguiente,
a continuacién se describen las reglas que se recomiendan seguir para
seleccionar los valores de a, X, v m dependiendo de si el sistema en que
se trabaja es binario o decimal.

a} Sistema decimal

Si se trabaja en sistema decimal, los valores de los parametros de-
ben ser seleccionados de acuerdo a los siguientes criterios:

1. El valor de la semilla puede ser cualquie: entero impar no di-
visible entre 2 &6 5 y debe ser relativamente primo a m.
2. El valor seleccionado de a debe ser obtenido de acuerdo a la si-
guiente identidad:
a= 200t = p
donde t es cualquier entero y p es cualguiera de los siguientes
valores: 3, 11, 13, 19, 21, 27, 29, 37, 53, 59, 61, 67, 69, 77, 83, 91.
3 El valor seleccionado de m puede ser 10". Sim = 10y d = 5 el
periodo del generador es 5 x 10"%

Por otra parte, si m = 10" y ¢ < 5, entonces el periodo del genera-
dor se obtiene de acuerdo a la siguiente expresion:

Periodo* = Minimo comun multiplo | MP, AMPYE), WP l (2.7)

donde:
M2) =1, Md) = 2
M2 = 27*sid = 3
MpY=p'tlilp - sip =2

*F, s un factor primo de m.
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Con el propésito de ilustrar la obtencién del periodo para este alti-
mo caso, analicemos el siguiente generador:

X, = 3X. mod 100 y X, = 17

puesto que m puede ser expresado como 10? o bien como (2%)(5%), enton-
ces el periodo de este generador de acuerdo a la expresion (2.7) seria:

Periodo = Minimo comin mualtiplo { (22), (5%) )
= Minimo comtin madltiplo (2, 20)
= 20
La tabla 2-4 muestra la secuencia de nimeros pseudoaleatorios de este
generador. Como se puede apreciar en esta tabla, el periodo del genera-

dor es 20.

TABLA 2.4. Numeros pseudoaleatorios del generador X.., = 3X. mod 100.

n X. n X, n X, an X,

51 6 93 11 99 16 567
58 7 79 12 97 17 T
56 8 37 13 91 18 13
77 9 11 14 73 19 39
31 I1C 33 156 19 20 17

o e 23 BD =

b} Sistema binario

Si se trabaja en sistema binario, los valores de los parametros de-
ben ser seleccionados de acuerdo a los siguientes eriterios:

1. El valor de la semilla puede ser cualquier entero impar relati-
vamente primo a m.
2. El valor seleccionado de a debe ser obtenido a partir de la si-
guiente expresion:
a=§& + 3

donde ¢ es cualquier entero.
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3. El valor seleccionado de m puede ser 27, 5im = 27 el periodo
del generador es 2°* & m/4. Para ilustrar la obtenciin del
periodo de un generador en sistema binario, suponga que se
tiene un generador en el cual los valores de sus parametros
son:a = 5, Xy = 5 v m = 32. Para estos valores, la secuencia
de nmimeros pseudoaleatorios son mostrados en la tabla 2.5.
Como se puede apreciar en esta tabla, el periodo del generador
es 5.

TABLA 2.3. Numeros pseudoaleatorios del generador
x.-i = 5.:{.- I'J:'IDI:| 32-

n X, n X,
1 25 5 9
2 29 8 13
3 17 7 1
4 21 B 5

PROBLEMAS

2.1. Determine el periodo de los siguientes generadores
congruenciales mixtos:

X.,1=( 8X, + 16) mod 100 y X, = 15
X1 = 160X, + 17T  mod 64y X, = 13
Xa=(56X,4+24mod 32y X,= T
Xa=16X.+2])mod 100y Xy = 3
Xa={(9X,+ 13)mod 32vX.= 8

2.2, Determine el periodo de los siguientes generadores
congruenciales multiplicativos:

X,q =203 X, mod 10°y X, = 17
X1 =211 X, mod 10° y X, = 19
Xu=221X.mod10°y X,= 3
Xa= 5X.mod64 yX,= 1T
X.u= 11 X.mod 128y X, =

w

2.3. Defina los pardmeiros @ ¢, X; ¥ m de un generador
congruencial mixto que aseguren periodo completo,

2.4. Defina los pardmetros a, X, y m de un generador congruen-
cial multiplicativo que aseguren periodo completo.
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2.5. Defina la relacién de recurrencia de los dltimos i digitos de
los siguientes generadores congruenciales mixtos:

Xoaa=121X, + 221) mod 100, Xy = Tei=1
Noa = 161X, + 421) mod 1000, X, = 11 ef = 2.



3
PRUEBAS ESTADISTICAS PARA
L0OS NUMEROS
PSEUDOALEATORIOS

Puesto que cualquier variable aleatoria no-uniforme (normal, expo-
nencial, poisson, ete.), es obtenida a partir de nimeros uniformes (0;1),
el principal énfasis en pruebas estadisticas debera ser con respecto al
generador de nimeros pseudoaleatorios, ya que cualquier deficiencia
estadistica en la distribucién de la variable aleatoria no-uniforme, se
debera exclusivamente a la utilizacién de un deficiente generador de mi-
meros pseudoaleatorios. Por consiguiente, en el presente capitulo se
explican algunas de las muchas pruebas estadisticas que han sido de-
sarrolladas para probar la aleatoriedad de los nimeros pseudoaleatorios.

3.1. PRUEBA DE LOS PROMEDIOS

Quizd la funcién de densidad de probabilidad méas simple es
aquella que se caracteriza por ser constante en el intervalo (0:1) ¥ cero
fuera de él (ver figura 3.1.). Esta funcion de densidad define la distribu-
cién conocida como uniforme o rectangular. Matematicamente, la fun-
cién de densidad uniforme se define como:

15i0=x =1
ﬂ-’”:{[}siﬂ}x:—l

En esta expresion, x es una variable aleatoria definida en el inter-
valo (0:1). Por otra parte, la distribucién acumulada Fix), de una
variable aleatoria x uniformemente distribuida, se puede obtener como:

N
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Flo) = | tdt = x

El valor esperado y la vanancia de una variable aleatoria uniforme-
mente distribuida estdn dadas por las siguientes expresiones:

Etx) = | xll)dx = -1

vare) = | x — 128 (dx = 112

Axi 1 Flx) r

e

» L -
FIGURA 3.1. Distribucién de probabilidad v distribucion
acumulada de los nimeros uniformes (0; 1)

- Errm o=

Conociendo los parametros de la distribucion uniforme, es posible
plantear una prueba de hipotesis de promedios,con la cual se trata de
probar que los nimeros pseudoaleatorios generados provienen de un
universo uniforme con media de 0.5. Mas especificamente, una prueba
de hipotesis de promedios puede ser planteada de la siguiente forma:

Hip6tesis nula Hy: u = 1/2
Hipotesis alternativa H, : u %+ 1/2

La realizacion de esta prueba requiere obtener una muestra de ta-
mano N, es decir, es necesario generar N nimeros pseudoaleatorios. En
seguida, su promedio aritmético es evaluado de acuerdo a la siguiente
expresion:

e= it Upt . U
N

(3.1)

En seguida se determina el valor del estadistico Z,, utilizando la si-
guiente expresion:
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x - 1/2) VN
7 =
0 Naviv (3.2

8i |Z,| < Z ..,; entonces no se puede rechazar la hipotesis de los mi-
meros pseudoaleatorios generados provienen de un universo uniforme
con media de 0.5.

Para ilustrar la aplicacién de esta prueba de hipbtesis, considere
los nimeros pseudoaleatorios presentados en la tabla 3.1. Para estos
niimeros, la media aritmética (aplicacion de la ecuacién 3.1) resulta ser
de 0.48234, y el estadistico Z; resulta ser de:

(0.48234 — 0.5) /100

Z, = Neii = -061

Si se supone un nivel de significado («) de 5%, entonces Z,,, tiene un
valor de 1.96 y puesto que |Z,| < 1.96, entonces no se puede rechazar
la hipttesis de que estos nimeros pseudoaleatorios tienen una media
de 0.5.

3.2. PRUEBA DE FRECUENCIAS

Probablemente una de las mas importantes pruebas sobre aleato-
riedad de los nimeros pseudoaleatorios es la prueba de las frecuencias.
Esta prueba consiste en dividir el intervalo {0;1) en n subintervalos (ver
figura 3.2) para luego comparar para cada subintervalo la frecuencia
asperadacunlafrmmndaubﬂewada Si estas frecuencias son bastante
parecidas, entonces la muestra proviene de una distribucitn uniforme, El
estadistico que se usa en esta prueba es X, el cual se obtiene de acuerdo a
la siguiente expresion:

- (FO, — FE
x! = 9.3
o =2 B

donde:

FO., = Frecuencia observada del i subintervalo.
FE, Frecuencia esperada del i subintervalo (N/n).

Tamafio de la muestra.
Numero de subintervalos.

=
o
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Tabla 3.1. Tabla de nimeros pseudoaleatorios.

0.78961 0.05230 0.10699 0.55877 0.14151
0.76086 0.12079 0.27738 0.65726 0.79269
0.80548 0.82654 0.29453 0.20852 0.42989
0.58518 0.98611 0.34488 0.34358 0.1153%
0.89888 0.57880 0.67621 0.05010 0.00121
0.28269 0.730569 0.70119 0.18284 0.49962

0.38618 0.76910 0.68334 0.55170 0.10850
0.79982 0.45679 0.21631 0.87616 0.55743
0.58962 0.33216 0.03185 0.61168 0.09264

0.69623 0.17028 0.05475 0.21512 0.76262
0.29931 0.30861 0.83358 0.51781 0.03272
0.57410 0.26593 0.85203 0.433J8 0.35286
0.24000 0.65559 0.38507 0.90829 0.94187
0.93655 0.88809 0.81772 0.36982 0.19904
0.54325 0.62400 0.09133 0.41678 0.33954
0.58244 0.85853 0.88752 0.33729 0.15506
0.23949 0.53559 0.33381 0.49383 0.75103
0.19962 0.65002 0.74579 0.79113 0.63453
0.19147 0.40644 0.08128 0.73435 0.22724
0.22287 0.07281 0.64183 0.44267 0.72102

Este estadistico X: se compara con X« ,, . 1), la cual representa a
una variable aleatoria chi-cuadrada con (n - 1) grados de libertad y un
nivel de significado «. Si Xj < X, ... ,,, entonces no se puede rechazar
la hip6tesis de que la muestra proviene de una distribucién uniforme.

B!]H!I‘!lil. n n e n n
Frecuencia
observada FO, FO, Fi), F, ., £O.

n

'El =1 L
n

n A

FIGURA 3.2. Frecuencia esperada v observada de cada subintervalo.

Por ejemplo, considere los nimeros pseudoaleatorios presentados
en la tabla 3.1, y ademés considere que el nimero de subintervalos es 5,
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es decir, n = 5. Para este valor de n, la frecuencia esperada de cada sub-
intervalo es 20, y las frecuencias observadas son:

Frecoencia 20 20 20 20 20
esperada
FI'E-‘EI.'I-'EW:iH 2’] 22 19 73 15
ohservada

2 4 B B 1

Por consiguiente, aplicando la ecuacion (3.3) se obtiene:
X = ﬁ [ (21-20) + (22208 + (19-201 + (23-207 + {15-208 ] =2

Si se especifica un valor arbitrario de « = 0.05, entonces X:.m.¢ =
9.49. Puesto que X < Xj.0s.4, €ntonces no se puede rechazar la hi-
potesis de que los nimeros pseudoaleatorios presentados en la tabla
3.1 provienen de una distribucién uniforme.

3.3. PRUEBA DE LA DISTANCIA

Esta prueba puede ser realizada de dos maneras: considerando a
los nimeros pseudoaleatorios generados como digitos, o considerando
como nimeros reales,

3.3.1. Nimeros pseudoaleatorios considerados
como digitos

Si los nimeros pseudoaleatorios generados son considerados como
digitos, entonces la prueba consiste en contar el mimero de digitos que
aparece entre ocurrencias sucesivas de un mismo digito. Por ejemplo,
58245 ilustra un hueco de tamafio 3 entre los dos cincos.

La probabilidad de cada uno de los tamafios de hueco (i = 0, 1,
2 ...) se obtiene con la siguiente expresion:

P, =0.1(0.9} parai = 0, 1, 2,.... (3.4)

Sin embargo, como tedricamente el valor del tamafio del hueco
puede ser infinito, es conveniente agrupar las probabilidades para valo-
res de i mayores o iguales a un determinado valor de n. Tal sumatoria
se obtiene de acuerdo a la siguiente expresion:
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P,.= % 0.10.9"" = (0.9 (3.5)
nraf)

Con las ecuaciones (3.4) v (3.5) se obtienen las frecuencias espera-
das para cada tamafic de hueco. La obtencion de tales frecuencias se
ilustra en la tabla 3.2, Si las frecuencias esperadas y observadas para
cada tamafio de hueco son bastante parecidas, entonces se puede decir
que los nimeros pseudoaleatorios generados pasan la prueba de la dis-
tancia. El estadistico X’ que se usa en esta prueba se obtiene como:

" — 2
X = ¢ WO -TE) (3.6)

FE,

el cual se compara con Il,,_.,. Si X2 < X i... entonces los numeros
pseudoaleatorios pasan la prueba de la distancia. Es muy importante
sefialar que el valor seleccionado de n, debe ser tal que la suma de las
frecuencias esperadas de todos los tamafios de huecos agrupados, sea
mayor que d.

Tabla 3.2. Frecuencias esperadas y observadas para los diferen-
tes tamafos de hueco, considerando a los nimeros pseudoalea-
torios generados como digitos.

i P FO, FE.
0 0l FO, L FO, (0.1)
1 0109 FO, £ FO, {0.1)0.9)
2 0.1 (0.9) FO, L FO, i0.1§0.91
i 01109y Fo, £ FO, (0.1)0.9)
>n  (0.9F Fo, ¥ FO, 0.9y
Total 1.0 T FO, t FO,

3.3.2. Nimeros pseudoaleatorios considerados como nimeros reales

Si los nimeros pseudoaleatorios generados son considerados como
nimeros reales, entonces, para realizar esta prueba es necesario selec-
cionar un intervalo («; 8), el cual debe de estar contenido en el intervalo
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(0; 1), es decir, 0 = o = 3 = 1. En seguida, para cada nimero pseudo-
aleatorio generado se pregunta si es o no elemento del intervalo (o; 8).
Si U; (mimero uniforme generado) es elemento de («; 8), U hasta U,
no son elementos de dicho intervalo y U, vuelve a ser elemento del
intervalo (o; 8), entonces se tiene un hueco de tamafio i. Por ejemplo, si
a= .3y 8 = .5y los nimeros pseudoaleatorios generados son como si-
gue: 0.32415, 0,22257, 0.19147, 0.75103, 0.49383, entonces el hueco es
de tamaifio 3.

Para el caso de considerar los nimeros pseudoaleatorios generados
como nameros reales, la distribuciéon de probabilidad del tamafio del
hueco es como sigue:

P=#(1l-tVparai =0,1,2,... (3.7)

donde § = § — « representa la probabilidad de caer en el intervalo («; 5).

Al igual que en el inciso anterior, es conveniente agrupar las proba-
bilidades para valores de { = n. Tal agrupacion se obtiene con la si-
guiente expresion:

P =% §(1-6p=(1-0r (3.8)
L]

Con las ecuaciones (3.7} y (3.8) se obtienen las frecuencias esperadas,
las cuales aparecen en la tabla 3.3. Utilizando la ecuacién (3.6) y compa-
rando el resultado obtenido con X, se toma la decision de aceptar o

Tabla 3.3. Frecuencias esperadas y observadas para los dife-
rentes tamafios de hueco, considerando a los nimeros pseudo-
aleatorios generados como numeros reales,

i P FO, FE,

0 @ FO, T FO, 6

1 618 FO, T FO, )1 - &)

2 p(1-6p FO, £ FO, 8)1 - 81

T FO, £ FO, {#)1 - o
=n {1-6F FO. T FO, (1 - 8y

e

Total 1.0 v FO, < FO,
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rechazar la prueba de la distancia. Es muy importante sefialar que el valor
de « y 3 no tienen ninguna influencia en la bondad de la prueba, y también
es necesario sefialar que el valor de n debe ser seleccionado de acuerdo al
criterio mencionado en el inciso anterior.

Por ejemplo, si se consideran los nimeros pseudoaleatorios presenta-
dos en la tabla 3.1, un valor de n = 3 y valores de « = .3 vy @ = .7, entonces
las frecuencias observadas v esperadas para los diferentes tamanos de
hueco serian COmMo aparecen en la tabla 3.4. Para estas frecuencias el valor
dE] tﬂdiﬂ'l.ll’:ﬂ In seria;

- . 2 - - 1
2 (11 - 16§ + (12 - 8.6) + (11 - 5.76)F" + (6 - 8.64)

X, = = 7.74
16 9.6 5.76 B.64

Si se especifica un valor arbitrario de « = 0.05, entonces X ;5.; = 7.81.
Puesto que Xﬁ < Xtu.m,m entonces los nimeros pseudoaleatorios presen-
tados en la tabla 3.1 pasan la prueba de la distancia.

Tabla 3.4. Frecuencias esperadas y observadas para los diferentes tamafios de
hueco que originan los nimeros pseudoaleatorios presentados en la tabla 3.1,

i P, FO, FE,
0 0.400 1 16.00
1 0,240 12 9.60
2 0.144 11 576
=3 0.216 8 8.64
Total 1.000 40 40.00

3.4. PRUEBA DE SERIES

La prueba de series se utiliza para comprobar el grado de aleatoriedad
entre nimeros sucesivos, Usualmente esta prueba consiste en formar pa-
rejas de mimeros, las cuales son consideradas como coordenadas en un
cuadrado unitario dividido en n? celdas. Esta idea se puede extender a las
ternas de nimeros pseudoaleatorios que representan puntos en un cubo
unitario. Sin embargo, en esta seccidn se analiza s6lo el caso de dos dimen-
B10MES,

La prueba de series consiste en generar N nimeros pseudoaleato-
rios de los cuales se forman parejas aleatorias entre [/, y U..,, es decir,
si se generan 10 numeros, entonces las parejas aleatorias que se
pueden formar serian:
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IUI_I UI}I [UII U}L {Uﬂn Ui.'v {Ual.- U!'l 'IUSI Uﬁj
(Ugy Uk (Uy, Uy, (Uy, Uy), (U, Uyy)

En seguida, se determina la celda a que pertenece cada pareja orde-
nada {ver figura 3.3), con lo cual se determina la frecuencia observada
de cada celda. La frecuencia esperada de cada celda se obtiene al dividir
el total de parejas coordenadas (N-1) por el total de celdas (n?). Final-
mente, conocida la frecuencia observada y esperada de cada celda, se
obtiene el estadistico X; como sigue:

] " L
X =—— Y Y (FO, — (N-Ijn (3.9)
N-1 1=1 =]}

donde FO, es la frecuencia observada de la celda ij. Si X, -=:XJ.=,

tonces no se puede rechazar la hipdtesis de que los niimeros provienen
de una distribucién uniforme.

En

iulﬂ e ———— = o=

| 2 3 mlo ] U
R

Lid

Figura 3.3. Cuadrado unitario con n? celdas.

Finalmente conviene mencionar que algunos autores han mezclado la
prueba de series y la prueba de frecuencias en el siguiente estadistico:

X = r X o, - w1 (- Y o, -nmr)  (3.10)

NI g =1

=]
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el cual sigue una distribucién chi-cuadrada con {n-1)* grados de liber-
tad. 2Si se oPt.a por esta prueba, entonces se compara X, con X 1..1 T
8i X, < X', (»12 entonces no se puede rechazar la hipotesis de unifor-
midad de los mimeros pseudoaleatorios generados.

Por ejemplo, si se aplica esta prueba a los niimeros pseudoaleato-
rios presentados en la tabla 3.1, utilizando un valor de n = 5. entonces
se obtienen las frecuencias observadas que aparecen en la figura 3.4.
Para estas frecuencias, la aplicacién de la ecuacion (3.9) produce los si-
guientes resultados:

Xi= -5 (52 — 8.96F + 5(3 — 3.96F + 5(4 — B.I6F + 666 — 3.96F+ 46 — 3.96F) = 11.86

v seleccionando un valor de o = 0.05, entonces in_,,,n = 36.4. Puesto
que X! < X 908,24 €ntonces los mimeros pseudoaleatorios presentados
en la tabla 3.1 pasan la prueba de uniformidad.

Uag &

Figura 3.4. Frecuencias observadas obtenidas con los nuevos pseudoaleatorios
presentados en la tabla 3.1,

3.5. PRUEBA DE KOLMOGOROV-SMIRNOV

El procedimiento de Kolmogorov-Smirnov prueba la hipotesis de
que la distribucitn acumulada de una variable aleatoria x es Fiylx). Para
probar esta hipOtesis, una muestra de tamano n es obtenida de una
distribucién continua Fix). En seguida, se determina la distribucion
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acumulada de la muestra, la cual se denota por F,(x). Posteriormente,
F.(x} es comparada con la distribucién acumulada hipotética Fylx). Si
F.|x) difiere demasiado de Fylx), entonces esto es una amplia evidencia
de que F.(x) no es igual a Fy(x).

La aplicacion de esta prueba al caso de nimeros pseudoaleatorios
uniformes, puede ser descrita en los siguientes pasos:

1.
2.
3.

Generar n numeros pseudoaleatorios uniformes.

Ordenar dichos nimeros en orden ascendente.

Calcular la distribucién acumulada de los nimeros generados
con la siguiente expresion:

Flet =L+ (3.11)
n

donde i es la posicién que ocupa el nimero X, en el vector ob-
tenido en el paso 2.
Calcular el estadistico Kolmogorov-Smirnov del modo si-

guiente (ver figura 3.5).
D, = max |F /X, — X,| para toda X, (3.12)

SiD. < d., ., entonces no se puede rechazar la hipotesis de que
los mimeros generados provienen de una distribucidén uniforme,
La distribucién de [J, ha sido tabulada (ver tabla 3.5) como una
funcién de n ¥ « para cuando F.(x) = Fylx).

Figura 3.5. Comparacion de Fylx) para cada valor de x generado.
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Tabla 3.5. d.. . para diferentes valores del nivel de significado y del tamafio de la
mueéstra.

——— —r——_r— —_

Tamarno de d. .
la muestra (n) o= 10% a = 5% a = 1%

1 0.950 0.975 0.985
2 0.776 0.842 0.929
3 0.642 0.708 C.829
4 0.564 0.624 0.734
G 0.510 0.563 0.669
& 0.470 0.521 0.618
7 0.438 0.486 0.577
8 0.411 0.457 0.543
9 0.388 0.432 0.514
10 0.368 0.409 0.486
11 0.352 0.391 0.468
12 0.338 0.375 0.450
13 0.352 0.361 0.433
14 0.314 0.349 0.418
15 0.304 0.338 0.404
16 0.285 0.328 0.392
17 0.286 0.318 0.381
18 0.278 0.309 0.371
19 0.272 0.301 0,363
20 0.264 0.294 0.352
25 0.240 0.264 0.317
30 0.220 0.242 0.280
35 0.210 0.230 0.270
40 0.210 0.252
&l 0.188 0.226
60 0.172 0.207
70 0.160 0.192
80 0.150 0.180

a0 0.141

100 0.134
Formula aproximada 1.22 1.36 1.63
paran > 100 JH T N

Para ilustrar una aplicacion de esta prueba, considere los nimeros
pseudoaleatorios presentados en la tabla 3.1. Para estos nameros la
tabla 3.6 muestra un ordenamiento de dichos nimeros en orden ascen-
dente, los cuales corresponden a la distribucion acumulada tebrica
Fylx). También, en esta tabla se muestra la distribuciéon acumulada ex-
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petimental F.(x). De acuerdo a estas distribuciones, el estadistico
kolmogorov-smirnov (ecuacion 3.12) resulta ser de:

D, = 0.89 — 0.83358 = 0,05642

y seleccionando un valor de a = 0.05, entonces dy, g 100 = 0.134 (ver tabla
3.5). Puesto que D). = djy 0, entonces los nimeros pseudoalea-
torios presentados en la tabla 3.1 provienen de una distribucién uniforme.

3.6. PRUEBA DEL POKER

La prueba del poker examina en forma individual los digitos del
numero preudoaleatorio generado. La forma como esta prueba se reali-
za es tomando 5 digitos a la vez y clasificandolos como: par, dos pares,
tercia, poker, quintilla, full v todos diferentes. Lo anterior significa que
los nimeros pseudoaleatorios generados son de 5 digitos cada uno, o
bien, en caso de que el nimero tenga mas de 5 digitos, solamente se
consideran los primeros 5. Las probabilidades para cada una de las ma-
nos de poker posibles se muestran en seguida:

Todos diferentes — 20X 9X8XTX6  _ 4 36040

107

Un par

10x1x9x8xT (5) = 0.50400

10°

Dnspar&s% 1““1“9”1“5 ( )( )zt:-.ms[:-u

Tercia —}p““‘“g“s (5) = 0.07200

Full 10x1x1x9x1 ( 5) (2) — 0.00900
10% 3 2
Poker 10x1x1x1x9 (5)=U.Elﬂ450
108
. Wxlx1=x1xl 9
intilla ( ) = 0.00010
Quin 108 5
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Con las probabilidades anteriores y con el nimero de nimeros
pseudoaleatorios generados, se puede calcular la frecuencia esperada
de cada posible resultado, la cual al compararse con la frecuencia obser-
vada produce el estadistico:

(FO, — FE)*

X2 =
1 FE,

(3.13)

i -

SiX : <X “:.*.. entonces no se puede rechazar la hipotesis de que los ni-
meros pseudoaleatorios provienen de una distribucién uniforme,

Por ejemplo, si se aplica esta prueba a los nimeros pseudoaleato-
rios presentados en la tabla 3.1, se obtienen las frecuencias observadas
gque se muestran en la tabla 3.7. Sin embargo, puesto que las frecuen-
cias esperadas de full, poker y quintilla son menores que 5, entonces
s necesario agrupar sus frecuencias con la frecuencia aapemda de ter-
cia. Con estas agrupaciones, el valor del estadistico X} {ecuacion 3.13)
resulta ser de:

(23-30.247 _ (68-50.24F _ (BA-10.80P _ (11-8.56)
30.24 50,24 10.80 8.56

Xt = = 4,36

¥ selencmnnndn un valor de « = 0.05, entonces X, ., = 7.81. Puesto
que X; < X2 53,3 €ntonces no se puede rechazar la hipétesis de que los
niumeros pseudualeamrlm presentados en la tabla 3.1 provienen de una
distribucién uniforme.

TABLA 3.7. Frecuencias observadas y esperadas por
cada una de las manos de poker.

Frecuencia Frecuencia

obserpada esperada
Todos diferentes 23 30,24
Un par Gl 50.40
Dos pares 8 10.80)
Tercia 10 1.20
Full 1 0.90
Poker 0 0.45

Quintilla 0 0.10
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3.1. PRUEBA DE LAS CORRIDAS

Existen dos versiones de la prueba de las corridas: la prueba de
corridas arriba y abajo del promedio y la prueba de corridas arriba y
abajo.

3.7.1. Prueba de corridas arriba y abajo del promedio

La prueba de corridas arriba y abajo del promedio es un caso ligera-
mente modificado de la prueba de la distancia en la cual « = 0 y 3 = 0.5.
En vsta version de la prueba de las corridas, una secuencia de niimeros
pseudoaleatorios U,,...U/, es generada. En seguida una secuencia
binaria es obtenida, en la cual el i* términoes 0si U/, < 0.5 v 1si U, = 0.5.
Una vez obtenida la secuencia binaria, el siguiente paso es determinar la
cantidad de veces que una misma longitud de corrida se repite {frecuencia
observada de la corrida de longitud i). Una sucesiéon de i ceros (unos), en-
marcada por unos (ceros) en los extremos, representa una corrida de longi-
tud i. El nimero total esperado de corridas v el mimero esperado para
cada tamafio de corrida, se obtienen con las siguientes expresiones:

Eltotal de corridas) = % (3.14)
FE, = W;# (3.15)

Estas fremiencias esperadas son comparadas con las observadas a
través de una distribucion chi-cuadrada y una decisién sobre la aleato-
riedad de los nimeros pseudoaleatorios generados es tomada.

3.7.2. Prueba de corridas arriba y abajo

En la prueba de corridas arriba y abajo, una secuencia de nimeros
pseudoaleatorios UU;...U, es generada, y al igual que en el inciso ante-
rior, una secuencia binaria es obtenida, en la cual el i* término es cero si
U< Uiy 18U, > U,.;. Una vez obtenida la secuencia binaria, se sigue
el mismo procedimiento descrito anteriormente v se obtiene la frecuencia
observada para cada tamafio de corrida. El nimero total esperado de
corridds y el nimero esperado para cada tamafio de corrida, se obtienen
con las siguientes expresiones:

aN—1 (3.16)

Eltotal de corridas) =
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21 e
A3+ IN - P+ 3t -1 - 4) )parai < N-1(3.17)

FE, =2 ( '
(i+3)

—L ;= —_
FE. = i parai = N-1 (3.18)

Finalmente, el estadistico X, se determina de acuerdo a la siguien-
te expresion:

X = § _FO-FEy
= FE,

(3.19)

donde n es el nimero de términos de la B::uacmn (3.19). Es importante
sefialar que en el calculo del estadistico X} , la frecuencia esperada para
cada tamafio de corrida debe ser mayor o igual a cinco. Si las frecuen-
cias esperadas para corridas de tamafio grande son menores que 5, ta-
les frecuencias se deben de agrupar con las advacentes de tal modo que
la frecuencia esperada de los tamafios de corrida sea de al menos 5.

Con el proposito de ilustrar una aplicacién de esta prueba, conside-
re los naimeros pseudoaleatorios presentados en la tabla 3.1, Para estos
nimeros, la secuencia binaria que resulta es la siguiente:

cc1r 0101011100111 01101
1100111010001 101010
101010111 1001O0100O0T10
1010010001 0010111010
6001 010O0O0O0O0T11O0O0O0T1T1:1

A partir de esta secuencia binaria se obtienen las frecuencias observadas
para cada tamafio de corrida. Estas frecuencias, asi como las esperadas se
muestranml.atabla 3.8. De acuerdo a estas frecuencias, el valor del
estadistico X; resulta ser de:

— (41 —4l. s {11—15.1}” + (11 —6.43)
41.7 18.1 6.43

X; = 6.04

v :emlaccmnandn un valor de « = 0.05, entonces x? o032 = 5.99. Puesto
que X; > X o.08,2» €ntonces se rechaza la hipétesis de uniformidad de

los nimeros pseudoaleatorios presentados en la tabla 3.1,
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TABLA 3.8 Frecuencias esperadas y observadas para cada uno de los tamafos
de corrida.

Tamano de Frecuencia Frecuencia
corrida observada esperada
1 41 41.70
2 11 18.10
3 8 5.14
4 2 1.10
5 1 0.19
PROBLEMAS

3.1. Efectuar para los siguientes nimeros pseudoaleatorios, todas las
pruebas de aleatoriedad explicadas en el capitulo.

0.03991
0.385565
0.17546
0.32643
0.69572
0.24122
0.61196
0.30532
0.03788
0.48228
0.B8618
0.71299
0.27954
0.80863
0.33564
0.90899
0.78038
0.55986
0.87539
0.16818

0.10461
0.95554
0.73704
0.52861
0.68777
0.66591
0.30231
0.21704
0.97599
0.63379
0.19161
0.23853
0.58909
0.00514
0.60780
0.75754
0.70267
0.66485
0.08823
0.60311

0.93716
0.32886
0.92052
0.95819
0.39510
0.27699
0.92962
0.10274
0.75867
0.B5783
0.41280
0.05870
(0.82444
0.20247
0.48460
0.60833
0.43529
0.8B722
0.94813
0.74457

0.16894
0.59780
0.46215
0.06831
0.35905
0.06494
0.61773
0.12202
0.20717
0.47619
0.63312
0.01119
0.99005
0.81759
0.855658
0.25983
0.06318
0.56736
0.31900
0.90561

0.98953
0.09958
0.15917
0.19640
0.85244
0.031562
0.22109
0.94205
0.82037
0.87481
0.718567
0.92784
0.04921
0.45197
0.15191
0.01291
0.38384
0.66164
0.54155
0.72848



4
GENERACION DE VARIABLES
ALEATORIAS NO-UNIFORMES

En todo modelo de simulacién estocastico, existen una o varias va-
riables aleatorias interactuando. Generalmente, estas variables siguen
distribuciones de probabilidad teéricas o empiricas diferentes a la
distribucién uniforme, Por consiguiente, para simular este tipo de va-
riables, es necesario contar con un generador de nimeros uniformes vy
una funcion que a través de un método especifico, transforme estos ni-
meros en valores de la distribucién de probabilidad deseada. Existen
varios procedimientos para lograr este objetivo. Entre los procedi-
mientos méas comnes y més difundidos se pueden mencionar: 1) El mé-
todo de la transformada inversa, 2) El método de rechazo, 3) El método
de composicion v 4) Procedimientos especiales,

4.1. METODO DE LA TRANSFORMADA INVERSA

El método de la transformada inversa utiliza la distribucién acu-
mulada Fix) de la distribucion que se va a simular. Puesto que F(x) esté
definida en el intervalo (0; 1), se puede generar un nimero aleatorio uni-
forme R v tratar de determinar el valor de la variable aleatoria para la
cual su distribuciom acumulada es igual a R, es decir, el valor simulado
de la variable aleatoria que sigue una distribucién de probabilidad fix),
se determina al resolver la siguiente ecuacién (ver figura 4.1):

Fixy=R b6x = F(R) {4.1)

La dificultad principal de este método descansa en el hecho de que
en algunas ocasiones es dificil encontrar la transformada inversa. Sin
49
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Fixl

£ = F(R) x
Figura 4.1. Forma grafica del método de la transformada inversa,

embargo, si esta funcién inversa ya ha sido establecida, generando nu-
meros aleatorios uniformes se podrin obtener valores de la variable
aleatoria que sigan la distribucion de probabilidad deseada.

Ejempio 4.1. Distribucidén exponencial

Se desea generar nimeros al azar que sigan la siguiente distribu-
cibn de probabilidad.

fix) =

he™ six =0
(4.2)

0 six <0
La distribucién acumulada de esta distribucidn es:
Flx) = L he ™ dt = l-g™

y utilizando la ecuacién (4.1}, es decir, igualando la distribucién acumu-
lada con el nimero uniforme K, se obtiene:

l-e™ = K
e™ = 1-R

Pero si R sigue una distribucién uniforme, entonces1-H también sigue
esta distribuciéon. Por consiguiente:

(4.3)
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Ejemplo 4.2. Distribucién uniforme.

Se desea generar nimeros al azar que sigan la siguiente distribu-
cion de probabilidad:

1
b—a

flx) = (4.4)
0 sia>x>bh

sla =x=2h

La distribucién acumulada de esta distribucion es:

= 1 x—a
Flx) = dt =
* L b—-a b—a

e igualando esta expresion con el namero uniforme R se obtiene:

X=d
b—a

=R

{4.5)
x=a+ (b—alR

Ejemplo 4.3. Dhstribucién empirica.

Se desea generar nameros al azar que sigan la siguiente distribu-
cién de probabilidad:

x si0l=x=1
ﬂ_-.;}: H.E]‘

{ 12811 <x =2

La distribucién acumulada de esta distribucion es:

¥
F

Plx) = L rdt='%s:i D=<x=1

¥ Hx}=L+[—l-d£=5—ml{x£E
2 “ 2 2

puesto que la acumulada de la funcion tiene un valor de 1/2 cuando x =
1 {ver figura 4.2), entonces ¢l valor de la variable aleatoria x se determi-
na de acuerdo a la siguiente expresion:



b2 Gensrscion de variables slestorias no-uniformes

J2RsiR = 1/2

- (4.7}
2R si R > 1/2

Ry
12

i’y

Figura 4.2. Distribucién acumulada de la funcitn {4.6).

Tabla 4.1. Distribucién de probabilidad y distribucién acumulada de la
funcion €5 /x!.

Distribucidn de Distribucidn

x probabilidad acumulada
0 0.0067 0.0067
1 9,0337 0.0404
2 0.0842 0.1246
3 0.1404 0.2650
4 0.1755 0.4405
5 0.1755 0.6160
6 0.1462 0.7622
7 0.1044 0.8666
8 0.0653 0.9319
9 0.0363 0.9682

10 0.0181 0.9863

11 0.0082 0.9945

12 0.0034 0.9979

13 0.0013 0.9992

14 0.0005 0.9997

15 0.0002 0.9999
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Tabla 4.2. Transformada inversa de la funcion 5 /x!.

Si 0.0000 = R < 0.0067, entonces x = 0
Si0.0067 = A < 0.0404, entonces x = 1
Si0.0404 = R < 0.1246, entonces x = 2
Si0.1246 = R < 0.2650, entonces x = 3
Si0.2660 = B < 0.4405, entonces x = 4
Si10.4405 = R < 0.6160, entonces x = 5
Si0.6160 = B < 0.7622, entoncesx = 6
Si0.7622 = R < 0.8666, entonces x = 7
Si0.8666 = R < 0.9319, entonces x = 8
Si0.9319 = B < 0.9682, entonces x = 9
Si 00,9682 = R < 0.9863, entonces x = 10
S5i0.9863 = R <= 0.9945, entonces x = 11
5109945 = B < 0.9979, entonces x = 12
SiN9979 = R < 0.9992, entonces x = 13
Si09992 = R < 0.9997, entonces x = 14
Si0.9997 = R < 0.9999, entonces x = 15

Ejemplo 4.4. Distribucidn poisson.

Se desea generar nimeros al azar que sigan la siguiente distribu-
ciém de probabilidad:

N
ﬁx|=%,x=u.1,2.... (4.8)
XL

Puesto que esta distribucién de probabilidad es discreta, es necesario
evaluar flx) para cada valor de x, v entonces determinar la distribucién
acumulada F(x). Tanto la distribucién de probabilidad como la distribu
cibn acumulada de esta variable aparecen en la tabla 4.1. De acuerdo a es-
ta distribucién acumulada, la tabla 4.2 muestra el valor que tomara la va-
riable aleatoria x dependiendo del intervalo al cual pertenece el nimero
uniforme K.

4.2. METODO DE RECHAZO

Existe otro procedimiento para generar nimeros al azar de distri-
buciones de probabilidad no-uniformes. A este procedimiento se le conoce
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con el nombre de método de rechazo. Este método consiste primeramente
en generar un valor de la variable aleatoria y en seguida probar que dicho
valor simulado proviene de la distribucion de probabilidad que se esta
analizando. Para comprender la logica de este método, suponga que fix)
(ver figura 4.3) es una distribucién de probabilidad acotada y con rango fi-
nito, es decir, a = x < b. De acuerdo a esta funcién de probabilidad, la
aplicacion del método de rechazo implica el desarrollo de los siguientes

pasos:

1.
2,

e g0

Generar dos nimeros uniformes R, v H,.
Determinar el valor de la variable aleatoria x de acuerdo a la
siguiente relacion lineal de R,

x=a+ (b-alk, (4.9)

Evaluar la funcidon de probabilidad en x = a + (b—a)R,.
Determinar si la siguiente desigualdad se cumple:

R; = fla+ (b —alRYM (4.10)

Se utiliza ax = a + (b — a)R, sila respuesta es afirmativa co-
mo un valor simulado de la variable aleatoria. De lo contrario,
es necesario pasar nuevamente al paso 1 tantas veces como
Sea necesario.

La teoria sobre la que se apoya este método se basa en el hecho de que

la probabilidad de que R; = flx)/M es exactamente flx)/M. Por consiguien-
te, si un nimero es escogido al azar de acuerdoax =a + (b — a)R, vy

f=) &

Figura 4.3. Distribucién de probabilidad con rango finito ¥ con moda M.




Miétodo da rechazo 55

rechazado si B, > fix)/M, entonces la distribucion de probabilidad de las
x's aceptadas serd exactamente flx). Por otra parte, conviene sefialar que
si todas las x's fueran aceptadas, entonces x estaria uniformemente
distribuida entre a y b.

Finalmente, es necesario mencionar que algunos autores como
Tocher, han demostrado que el nimero esperado de intentos para que x
sea aceptada como una variable aleatoria que sigue una distribucién de
probabilidad flx), es M. Esto significa que este método podria ser un
tanto ineficiente para ciertas distribuciones de probabilidad en las
cuales la moda sea grande.

Ejemplo 4.5. Distribucidn empirica.

Se desea generar nimeros al azar que sigan la siguiente distribu-
cién de probabilidad:

2r si 0 sx =1
flx) = {4.11)
0 s1i 0>x>1

Para esta funcion,a = 0, b = 1 y M = 2. Por consiguiente, aplican-
do los pasos descritos previamente se tiene:

1. Generar dos numeros uniformes R, v H,;.

2. Calcular x = H,.

3. EsR; = R,?Si la respuesta es afirmativa, entonces x = R, es
un vn]m' simulado de la variable aleatoria. De lo t:untrann.

Ejemplo 4.6, Distribucion triangular.

Se desea generar nameros al azar que sigan la siguiente distribu-
cidn de probabilidad:

2 lx —a) si a=x=<b
e — a)ib — a)
flx} = 0 (4.12)
— lx —¢) si bsx=c¢
e — a)le — b)

Para esta distribucién de probabilidad, M = 2/{¢ —a). Sin embar-
go, esta distribucion estd compuesta de dos funciones: una valida en el
rangoa = x < by laotra vilidaen b = x = c. Por consiguiente. los pa-
508 necesarios para simular esta distribucién por el método de rechazo
serian:
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1. Generar R, y R,
2. Calcular x = a + (c—alR,.
3. Esx < b? Si la respuesta es atirmativa, flx) seria:

flx) = 2 la + (e—alR,—a) = 2R,

(e —a) [b—a) {b—a)

{4.13)

Por el contrario, si la respuesta es negativa, flx) seria:

_ —2 2(1 - R,)
x) = @ + (c—alR,—¢c) = ———-
A e —a} (c—b) ¢ 1 le — b)

4.14)

4, Es R;ﬁw 7 Si la respuesta es afirmativa, entonces

x = a + |c—a)R, se considera como un valor simulado de la
variable aleatoria. De lo contrario se requiere regresar al paso
1 tantas veces como Sea necesario.

4.3. METODO DE COMPOSICION

Otro método para generar valores de variables aleatorias no-
uniformes es el método de composicién. Mediante este método la distribu-
cién de probabilidad fix) se expresa como una mezcla de varias distribucio
nes de probabilidad f(x) seleccionadas adecuadamente.

El procedimiento para la seleccion de las fi{x) se basa en el objetivo
de minimizar el tiempo de computacién requerido para la generacion de
valores de la variable aleatoria analizada.

Los pasos requeridos para la aplicacién de este método en la simu-
lacién de variables aleatorias no-uniformes son los siguientes:

1. Dividir la distribucién de probabilidad original en sub-areas,
tal como se muestra en la figura siguiente:

i &

L
A A A A Ay A
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2. Definir una distribucién de probabilidad para cada sub-area.
3. Expresar la distribucién de probabilidad original en la forma

siguiente:
flx) = Afilxi+Afolx)+.  Afixiy LA =1 {4.15)
4. Obtener la distribucitn acumulada de las areas.
; 4
AtAFAEA, | = - o e
Ak +4, Lo _ - ‘

A+A; | J
A, .__.|--.

flxh  fdx flel  fxi

5. Generar dos nimeros uniformes H,, H,.

6. Seleccionar la distribucion de probabilidad f{x) con la cual se
va 4 simular el valor de x. La seleccién de esta distribucion
se obtiene al aplicar el método de la tiansformada inversa, en
el cual el eje Y esta representado por la distribucién acomulada
de las éreas, v el eje X por las distribuciones f{x). Para esta
seleccién se utiliza el nimero uniforme K.

7. Utilizar el nimero uniforme R, para simular por el método de
la transformada inversa o algin otro procedimiento especial,
nimeros al azar que sigan la distribucion de probabilidad f{x)
seleccionada en el paso anterior,

Ejemplo 4.7. Distribucion triangular.

Se desea generar numeros al azar que sigan la siguiente distribu-
cién de probabilidad:

ﬂ-!l*

Zie-ay |

.
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Siguiendo los pasos descritos previamente, la generacion de niime-
ros al azar que sigan esta distribucion triangular, puede ser resumida
en los siguientes pasos:

1. La distribucién de probabilidad original, se va a dividir en dos
areas, tal como se muestra en la figura siguiente:

xd ik

b—a

A =
L=

e —al
=
-'q-J-= -E. -
£=d
' =
a b £

2. En seguida se determinan las distribuciones de probabilidad
y distribucién acumulada de las areas definidas en el paso an-

terior:
a4 Fix) = e -a  (4.16)
' b = af
#b—al -
Fxl = o “ 14.17)
0y = a)®
s
ol
- E _ (4.18)
sk A [zl = b ix— i
e — b by —c¥? (4.19})

X

Fury =1 -
: i — hid
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3. Posteriormente la distribucion de probabilidad original se
expresa como:

fx) = (b=a) (2 'x_ﬂ})+1c—b} 2 Lr_m)
fe—a) \ (b—a)? fc—a) \ {c—b)

2 x—a) + L{I—cl (4.20)

= (
{c—a) {b—a) (e —allc—b)

fix)

4. Con las 4reas y distribuciones f(x) definidas en los pasos ante-
riores, la distribucién acumulada de las dreas seria:

[

if— alile —al

]

filxh faixi
5. Generar dos nimeros uniformes R, y R,
6. Es R, < (b—a)/{c—a)? Si la respuesta es afirmativa, entonces
se simulan valores de la distribucién fy{x):
{x —a)®lb—a)® = R,
x=a+ b-a VR, (4.21)

Si la respuesta es negativa, entonces se simulan valores de la
distribuciém fyix):

1 — le—xPlc—bl = K,
xr=c—-lc—b) 1-H,
x = c—lc—b) v R; (4.22)

7. Repetir los pasos anteriores tantas veces como se desee.
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4.4. PROCEDIMIENTOS ESPECIALES

Existen algunas distribuciones como la distribucion erlang, la
distribucion normal, ete., cuya simulacién a través del método de
la transformada inversa seria demasiado complicado. Para éstas y al-
gunas otras distribuciones, es posible utilizar algunas de sus propieda-
des para facilitar v agilizar el proceso de generacion de nameros al
azar.

Ejemplo 4.8 Dhistribucion normal

Se desea generar nimeros al azar que sigan la siguiente distribu-
ciém de probabilidad:

~1 g ¥—m &
L (=5

1 _
flx) = me para —® < x < @ {4.23)

Puesto que no es posible expresar la distribucion acumulada de la
distribucién normal en forma explicita, entonces no es posible utilizar
para la generacion de nimeros al azar, el método de la transformada in-
versa. En lugar de este método, se puede hacer uso del teorema del
limite central, el cual establece que la suma de n variahles aleatorias in
dependientes se aproxima a una distribucién normal a medida que n se
aproxima a infinito. Lo anterior expresado en forma de teorema seria:
Sixy x;,..., x, es una secuencia de n variables aleatorias independientes
con Efx)J) = u, y var (xJ) = of(ambas finitas) y ¥ = a,x, + a,x,+ ... +

a. x.,entonces bajo ciertas condiciones generales:

Y - E N

i=]

Z = (4.24)

\/ i alo?

FL ]

tiene una distribucién normal estdndar a medida que n se aproxima a
infinito,
Si las variables que se estan sumando son uniformes en el intervalo

(0; 1), entonces.

2 R - nl2
=]

Z= (4.25)
Jniz2
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tiene una distribucién normal estdndar. Puesto que la normal estandar
de una variable aleatoria x distribuida normalmente se obtiene como:

Z = o .3 (4.26)

1

entonces, la simulacion de la variable aleatoria x se haria de acuerdo a
la siguiente expresion.

2. R, - n/2
i=]

x=p+o . 4.27)
SEY

Finalmente, se ha comprobado que utilizando un valor de n = 12,
la confiabilidad de los valores simulados es bastante aceptable. Ade-
maés, es muy poco probable obtener valores simulados de x en la regién
p+6o0 < x < p—6o. También, es obvio que utilizando un valor de n= 12,
la expresion (4.27) se simplifica a:

13
.1:=,p,+4:l( E R,-—E) (4.28)

Ejemplo 4.9. Distribucién erlang.

Se desea generar numeros al azar que sigan la siguiente distribu-
cidn de probabilidad:

ﬂrx} —_ {lhu}-;}l_,}{"_'e_"“, para x = 0 (4.29)
n=1p

donde n y A son pardmetros positivos, v ademas, el valor de n esta
restringido a ser entero.

Ha sido demostrado por algunos mateméticos que esta distribu-
cion es justamente la suma de n variables aleatorias exponenciales
cada una con valor esperado 1/A. Por consiguiente, para generar niime-
ros al azar que sigan una distribuciéon erlang, se necesita solamente su-
mar los valores simulados de n variables aleatorias exponenciales con
media 1/x, es decir:
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=2 x = — % E LnR, = — L Ln'&'IR. (4.30)

=] A i

donde las x,’s siguen una distribucién exponencial y han sido genera-
das por el método de la transformada inversa (ver ecuacién 4.3).

Ejemplo 4.10. Distribucion binomial.

Se desea generar nimeros al azar que sigan la siguiente distribu-
cioén de probabilidad:

fix) = (z) 67 (1 — &), parax = 0, 1,..., n (4.31)

Puesto que la distribucion binomial es justamente la suma de n va-
riables aleatorias Bernoulli, entonces la generacion de nameros al azar
que sigan una distribucion binomial, implica sumar los valores simu-
lados de n variables aleatorias Bernoulli. El procedimiento para gene-
rar esta distribucion puede ser descrita en los siguientes pasos:

1. Generar n nimeros uniformes R.

2, Contar cudntos de estos nimeros generados son menores que 8,

3. La cantidad encontrada en el paso 2, es el valor simulado de la
variable aleatoria x.

4. Repetir los pasos anteriores tanias veces como se desee.

Ejemplo 4.11. Distribucidn poisson.

Ya se ha explicado como simular una distribucién poisson por el
método de la transformada inversa. Sin embargo, la distribucion pois-
son se puede simular de otra manera si se hace uso de la relacion exis-
tente entre esta distribucién y la distribucion exponencial. Se puede
demostrar que si: 1) El nimero total de eventos que ocurren durante un
intervalo de tiempo dado es independiente del nimero de eventos que
va han ocurrido previamente al inicio del intervalo v 2) La probabilidad
de que un evento ocurra en el intervalo de ¢t a ¢t + At es aproximada-
mente At para todos los valores de ¢, entonces: 1) La distribucién de
probabilidad del tiempo entre eventos es fit) = Ae ™ y 2) La probabili-
dad de que ocurran x eventos durante el tiempo T es:

fAx)r = SN (4.32)
x!

*), o& ¢l mimero de eventos promedio que ocurre durante el tiempo T.
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Por consiguiente, la simulacién de una distribucion poisson haciendo
uso de la relacion anterior, se haria de acuerdo a los siguientes pasos:

1. Definir el tiempo T,

2. Simular mediante el método de la transformada inversa, mi-
meros al azar que sigan una distribucién exponencial con me-
dia 1/

3. Sumar los tiempos entre eventos simulados en el paso ante-
rior de modo que esta suma no sea mayor que T.

4. Contar de acuerdo al paso anterior, el nimero de eventos que
ocurrieron durante el tiempo T

5. Repetir los pasos anteriores tantas veces como se desee.

PROBLEMAS

4.1. Generar por el método de la transformada inversa, nimeros al
erar que sigan las siguientes distribuciones de probabilidad:

a) fixk ¥ b flx) §

bid

"

TR S

;1.::—3114’13 si D=x=6
<) 'ﬂ'ﬂ=]ﬂ si6 <x <0
d) fix) = (2\x e ™, x =0

4.2. Generar por el método de rechazo, nimeros al azar que sigan
las siguientes distribuciones de probabilidad:
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g i izl
Ti4
a4
14
i i
i i
F' X i i h’ T
1 &id 1 6 T
o § a1
34
¥ p—
: 1/4 I
114 e : |
i
— X : I - I
1 2 4 i B

4.3. Generar por el método de composicién, niimeros al azar que
sigan las siguientes distribuciones de probabilidad:

al fix) = pfer + (1-plfer, 0 sx <oyl =p=1

by fl,y = pf 1) 6L (1= + (1=p) (1) 6fl-6yr 0 =x=ny0=p =1

-

i flx) *

&) Ax)

+4
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4.4. Generar utilizando procedimientos especiales, nimeros al azar
gue sigan distribuciones de probabilidad:

alfix)y=pg.x=0,12,.. ptg=1

b]ﬁxII—-l——::L;_:é%.,xzﬂ
2972 T (y/2)
c)fix) = r( ; ) (quI )”.I!"*-_'(lﬂr—'ﬂ-: %“‘J'“*.:zﬂ
r(3)r(-) b
¥ + 1
d) fix) = A 2 ] [1+—£'J_;']',—m::.t::m

v

(1)



J
APLICACIONES DE
SIMULACION

En capitulos anteriores, se han explicado y analizado los conceptos
v herramientas requeridas por un estudio de simulacion. Por consi-
guiente, ahora ya estamos preparados para empezar a discutir el papel
tan importante que los modelos de simulacién juegan en el analisis y
estudio de varios tipos de sistemas.

Los modelos de simulacién presentan la ventaja de poder ser mani-
pulados en diferentes formas, que serfan imposibles, impracticas y de-
masiado costosas si se realizaran a través de otra metodologia. Por ejemplo,
se puede simular la operacién de un sistema sin que éste atin exista, también
se puede a través del uso de simulacion determinar el sitio de localizacion de
un almacén, determinar politicas optimas de inventarios cuando la deman-
day el tiempode entrega son estocésticos, ete, En general, se puede decir que
los modelos de simulacion se usan para: 1) Analisis de sistemas, 2) Disefio de
sistemnas, 3) Sintesis de sistemas v 4) Entrenamiento.

El presente capitulo, tiene como objetivo presentar una serie de
ejemplos, a través de los cuales se podra tener una idea de los maltiples
usos y de la utilidad que se puede obtener al utilizar la técnica de simu-
lacion.

Ejemplo 5.1. Juego de volados

Existe un método viejo para jugar volados, que consiste en doblar
la apuesta cada vez que se pierde. Por ejemplo, si se apuesta § X v se
pierde, entonces, se apuesta $2X; si en esta ocasién se vuelve a perder,
entonces, se apuesta 54X v asi sucesivamente, Sin embargo, s1 al se-
guir esta politica sucede que la apuesta es mayor que la cantidad de
que se dispone, entonces, se apuesta lo que se tiene disponible. Por el

&7
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contrario, cada vez que se gane, la apuesta sera de $X. Si la cantidad ini-
cial disponible es de $30, la apuesta es de 10, la ganancia es igual a la
cantidad apostada, la probabilidad de ganar en un volado es 0.5 y se
quiere tener 50, ;cudl es la probabilidad de llegar a la meta?

Para la informacién anterior, la tabla 5.1 muestra los resultados de
una simulacion manual para este juego de volados. Como se puede ob-
servar en esta tabla, en la primera “'corrida’ se necesitaron dos lanza-
mientos para llegar a la meta de tener $50. El primer lanzamiento de
esta corrida el cual estéd representado por el nimero aleatorio 0.03991,
significa que se gano en el volado {nimeros aleatorios menores de 0.5
representan al evento ganar, v nimeros aleatorios mayores gque
0.5 representan al evento perder), v por consiguiente, la apuesta en el
siguiente volado seré de $10. Como el nimero aleatorio de este segun-
do volado es menor que 0.5, entonces, con este lanzamiento se llega a la
meta de $50.

Por otra parte, la corrida nimero 3 representa una situacién de
quiebra, es decir, esta corrida representa una situaciém en la que se pier-
de completamente la cantidad inicial disponible. En esta corrida, se
pierde el primer volado, y por consiguiente, la apuesta del segundo vo-
lado es $20. Como el nimero aleatorio de este lanzamiento es menor
que (.5, entonces, se gana en el segundo volado, y la apuesta del tercer
volado serd de $10. Como el niimero aleatorio de este volado es mayor que
0.5, entonces, se pierde en el tercer volado, v la apuesta del cuarto vola-
do sera de $20. Puesto que el nimero aleatorio de este volado es mayor
que 0.5, entonces, se pierde en el cuarto volado, v la apuesta sera de
$40. Sin embargo, la cantidad que se tiene al final del cuarto volado es
de $10. Por consiguiente, la cantidad apostada en el quinto volado seré
de $10. Como esta cantidad es perdida en el dltimo lanzamiento, enton-

ces, se llega finalmente a una situacion de quiebra.
Finalmente, en esta tabla se puede observar que de 10 corridas, en

6 ocasiones se llegd a la meta. Esto significa que la probabilidad de llegar
a la meta es de 0.6. Sin embargo, en necesario sefialar que esta estima-
citn no es muy confiable por el nimero tan reducido de corridas que se
simularon. Para tomar una decision que garantice buenos resultados,
es necesario aumentar significativamente el nimero de corridas simu-
ladas. También, vale la pena mencionar que este problema seria dema-
siado dificil de resolver analiticamente, sin embargo, a través del uso de
simulacion se facilita tremendamente la estimacién de la probabilidad
buscada.

Ejemplo 5.2. Camidén transportador

La empresa TIBASA (Fabricante de tinas de bafio) tiene asignado
un cami6n especial para el transporte de tinas terminadas. Dicho ca-
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Tabla 3.1 Resultados de la simulacién manual de un juego de volados

Cantidad Cantidad
que se que se
Numero tiene tiene
de antes del Nimero* ;8¢ gané después ;Se llegd a
corrida  volado Apuesta aleatorio el juego? del volade Ila meta?
1 $30 $10 0.03991 si $40
40 10 0.38555 si a0 si
2 30 10 0.17546 si 40
40 10 0.32643 si 50 si
3 30 10 0.69572 no 20
20 20 0.24122 si 40
40 10 0.61196 no 30
30 20 0.88722 no 10
10 10 0.65961 no 0 quiebra
4 30 10 0.03788 5i 40
40 10 0.48288 sl 50 si
5 30 10 0.88618 no 20
20 20 0.71299 no 0 quiebra
6 30 10 0.27954 s 40
40 10 0.80863 no 30
30 20 0.33564 si a0 51
7 30 10 0.90899 no 20
20 20 0.78038 no 0 quiebra
8 30 10 0.55986 no 20
20 20 0.B7539 no 0 quiebra
9 30 10 0.16818 si 40
40 10 0.34677 si 50 si
10 30 10 043305 si 40
40 10 0.59747 no 30
30 20 0.16520 si 50 si

*Estos nameros aleatorios se obtuvieron del apéndice.
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mi6n transporta diariamente 5 tinas. El peso de cada tina sigue la si-
guiente distribucion de probabilidad:

R

1120

:
I
i
i
[}
i
I

= Hilogramos
lan 210 T30

Si la capacidad del camién es de | tonelada, jcudl es la probabilidad de
que el peso de las tinas exceda la capacidad del camién?

La pregunta anterior, puede ser contestada en forma analitica o a
través de simulacién. Sin embargo, analicemos primero la obtencién de
esta probabilidad a través de un procedimiento analitico. El primer
paso en la obtencién de tal probabilidad, seria la determinacién de la
distribucién de probabilidad fix) Esta distribucién de probabilidad
estd definida por:

L'[Jl: — 190), = 190 = x <= 210
400

ﬁ.ﬂ = 1
———(x — 230}, si 210 < x = 230
400

En seguida, es necesario determinar la media y la variancia, las
cuales pueden ser obtenidas de las siguientes expresiones:

1 i 1 1w
Eixl= —— [ & — 100) dx — [ e — 230) dx = 210
40 400

{j i

210
T

1 1 w
VARG = —— [ (x = 2100 x - 190) dx — —— .: (x - 210P ix - 230) dx = 66.67
A0 ) =

Ahora, para encontrar la probabilidad de que la suma de los pesos
de 5 tinas exceda la capacidad del camién, suponga que x, representa
el peso de la tina i. Por consiguiente, se desea encontrar la siguiente
probabilidad:
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Prob. {x,+x,+x,+x,+xs = 1000)

s1 ambos miembros de la desigualdad anterior se dividen por 5, se ob-
tiene:
Prob. (¥ = 200)

y por el teorema del limite central, sabemos que para distribuciones si-
métricas con valoresde n = 4, £ sigue aproximadamente una distribu-
cibn normal con media g ¥ desviaciéon estandar o/ /n. Por consiguiente,
los pardmetros de la distribucion de x para este caso particular, serian;

E(x) = 210
VAR{x ) = 13.33

v la probabilidad buscada seria:

Prob. (x = 200) = Prob. (Z = W}

= Prob. (Z = - 2.74)

= 0.99693

La estimacién de la probabilidad de que el peso de las tinas exceda
la capacidad del camion, también puede ser obtenida a través del uso
de simulacion. Para este propdsito, es necesario simular el peso de 5
tinas y compararlo con la capacidad del camién. El procedimiento an-
terior es necesario repetirlo tantas veces como se desee. Una vez que se
hayvan realizado n corridas, la estimacion de esta probabilidad seria
x/n, donde x representa ¢l nimero de veces que el peso de las 5 tinas

excedid la capacidad del camién,
Para simular el peso de una tina, es necesario utilizar alguno de

los procedimientos descritos en el capitulo anterior. Suponga que para
este caso particular, se va a utilizar el método de la transformada in-
versa. Por consiguiente, es necesario primero determinar la distribu-
cibn acumulada del peso de una tina. Tal distribucion se muestra a
continuacion:

1z — 1907 si 190 = x = 210
800
Flx) =

1 — -1 x — 230P, si 210 = x = 230
800
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Con la distribucién acumulada definida, el procedimiento para simu-
lar el peso de una tina seria el siguiente:

1. Generar un nimero uniforme H.
2. Preguntar si el mimero uniforme R es menor que 0.5%. Si la
respuesta es afirmativa, entonces:

x = 190 + .,/ 800R

Por el contrario, si la respuesta es negativa, entonces:

x = 230 —  BOD (1 ~ R)
3. Repetir los pasos anteriores tantas veces como se desee.

Aplicando el procedimiento anterior, la tabla 5.2 muestra los re-
sultados de una simulacién manual para este problema. Como se puede
observar en esta tabla, en todas las corridas se excedid la capacidad del
camidn. Esto, a primera vista, podria indicarnos que la probabilidad de
que la capacidad del camion sea excedida es de 100%. Sin embargo, lo
anterior es falso, puesto que no es posible considerar como verdadero,
los resultados obtenidos en un nimero muy reducido de corridas. Es
obvio, gue si el nimero de corridas se aumenta significativamente, el
porcentaje de las veces que la capacidad del camitn es excedida, debe
tender a 99.69%.

En este mismo problema, es posible determinar a través de proce-
dimientos analiticos o de simulacién, la conveniencia de adquirir un
nuevo camion, o seguir operando con el actual. Para tal propésito, su-
ponga que cada vez que la capacidad del camién es excedida, una tina
es enviada a través de otra compaiiia a un costo de $200/tina. También,
suponga gue el costo promedio anual de un nuevo camién es de
$60,000. Si se trabajan 5 dias a la semana y 52 semanas al afio, jcual de
las dos alternativas mencionadas es la méas atractiva?

Si se utilizan procedimientos analiticos, el costo esperado de en-
viar la mercancia excedente a través de la otra compaiiia, seria:

$200 ] [ 0.99693 , { 5 dias ] { 52 semanas

tina

)= $51,840

dia semana afio
el cual resulta ser menor que el costo promedio anual de un nuevo ca-

midn. Por consiguiente, la decision es seguir enviando los excedentes a
través de la otra compaiiia transportista.

*la distribueion acumuolada toma un valor de 0.5 coando x = 210,
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TABLA 5.2 Resultados de la simulacion manual del camion de carga

Nimero Peso Peso s 8e excedid
de Nimero* simulado simulado la capacidad
corrida Tina aleatorio de la tina acumulade  del camidn?
1 1 0.31751 206 206
2 0.88491 220 426
3 0.30934 206 632
4 0.22888 204 B36
5 0.78212 217 1,054 sl
2 1 0.70014 215 215
2 0.37239 207 422
3 0. 18637 202 624
1 0.05327 197 821
G 0.95096 224 1045 sl
3 1 0.43253 209 209
2 0.80854 218 427
3 0.80088 217 644
4 0.80890 218 Be2
5 0.93128 223 1.085 si
4 1 0.41849 208 208
2 0.46352 209 417
3 0.11087 199 616
4 0.52701 211 B27
5 0.57275 212 1,039 &i
5 1 0.20857 203 203
2 0.15633 201 404
3 0.92694 222 626
4 0.77613 217 843
5 .38688 208 1,051 si

*Estos mimeros aleatorios se obtuvieron del apéndice.

Fste mismo problema, puede ser resuelto por medio de simu-
lacion. A través de esta técnica, los pasos requeridos para determinar
el costo promedio anual de enviar los excedentes (1 tina) utilizando los
servicios de otra compaiiia, serian:

1. Simular el peso de 5 tinas.
2. El peso simulado de las 5 tinas, excede la capacidad del ca-
mitm? Si la respuesta es afirmativa, entonces, se acumula un
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=

costo de 200, Si la respuesta es negativa, no se acumula nin-
gin costo para ese dia.

Repetir el paso anterior para los 260 dias laborables en el afio,
y determinar el costo acumulado anual.

Hepetir los pasos anteriores para varios anos.

Determinar, a partir de los costos acumulados obtenidos en
los pasos anteriores un costo promedio anual.

Comparar el costo promedio anual obtenido en el paso anterior,
con el costo promedio anual del nuevo camién. Si el costo pro-
medio anual obtenido en el paso anterior, es menor que el costo
promedio anual del nuevo camidn, entonces, conviene seguir
utilizando los servicios de la otra compaiiia transportista.

Finalmente, conviene sefialar que si el nimero de corridas en esta
simulaciton es el adecuado, el costo promedio anual de enviar los exce-
dentes utilizando los servicios de la otra compania, debe de tender a
$51,840. Lo anterior significa, que la decision de comprar un nuevo ca-
midn, o seguir operando con el camion actual, debe ser la misma inde-
pendientemente del enfoque que se utilice en la solucion de este problema,

Ejemplo 5.3. Estimacidn de =

Usando la figura que se muestra a continuacion, jdescribir un
procedimiento que estime el valor de =7

R, ¥

En la figura anterior, es obvio que la probabilidad de que un pun-
to pertenezca al cuarto de circulo es la siguiente:

Area del cuarto de circule  =/4 T

Area del cuadrado 1

también, es obvio que esta probabilidad puede ser estimada mediante
la relacion x/n, donde x representa el nimero de veces gque un punto simu-
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lado cayé dentro del cuarto de circulo y n el nimero de corridas. Por
consiguiente, en el limite cuando el nimero de corridas tienda a infini-
to, las dos relaciones anteriores deben ser idénticas, esto es:

*

Ty i=4-

Lim = =_-"_
= n 4 n

n -

De acuerdo a la identidad anterior, el procedimiento para estimar
el valor de =, seria:

1. Generar dos nimeros uniformes R, v R,.

2. Ewaluar v R + R, 5i este valor es menor que 1, entonces, el
nimero simulado cae dentro del cuarto de circulo, y por con-
siguiente se incrementa el valor de x. De lo contrario, es nece-
sario regresar al paso 1.

3. Repetir los pasos anteriores hasta que n corridas hayan sido
simuladas. En este momento, el valor de =, seria; 4x/n.

Aplicando el procedimiento anterior, la tabla 5.3 muestra los re-
sultados de una simulacion manual para este problema. Como se puede
observar en esta tabla, de 25 puntos simulados, 21 cayeron adentro del
cuarto de circulo. Por consiguiente, el valor estimado de =, de acuerdo a
estas 25 corridas, seria;

7 = 4(21/25) = 3.36

Es obvio, que este valor estimado de =, difiere demasiado de su va-
lor verdadero. Consecuentemente, si la estimacion del valor de = se
guiere aproximar més a su valor verdadero, entonces, es necesario
aumentar significativamente el nimero de corridas. Por ejemplo,
en este momento es posible preguntar, jcuéntas corridas es nece-
sario simular para que el estimador de =, difiera de su valor ver-
dadero en una cantidad menor que 0.1, con una seguridad de 95%7
Esta pregunta puede ser planteada de acuerdo a la siguiente ex-
presion:

Prob.{ (% - = = 0.1 { =095

la cual puede ser rearreglada y expresada como:

Prob. | # — 0l = # =7+ 0.1] = 0.95
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TABLA 5.3. Resultados de la simulacién manual para estimar el valor de =

A

Nimero Primer* Segundo Valor
de nimeros numero Z -.,-'W =]7 acumulado
corrida aleatorio aleatorio de X
1 0.03991 0.385565 si 1
2 0.17546 0.32643 si 2
3 0.69572 0.24122 ai 3
4 0.61196 0.30532 si 4
5 0.03788 0.48228 sl o
6 0.BBG18 0.71299 no B
T 0.27954 0.80863 si 6
8 0.33564 0.90899 i T
a9 0.78038 0.55986 i 8
10 0.87539 0.16818 si 9
11 0.34677 0.45305 =i 10
12 0.59747 0.16520 si 11
13 0.68652 0.79375 no 11
14 0.33521 0.59589 si 12
15 0.20554 0.59404 si 13
16 0.42614 0.34994 si 14
17 0.99385 0.66497 no 14
18 0.48509 0.15470 si 15
19 0.20094 0.73788 si 16
20 0.60530 0.44372 si 17
21 0.18611 0.58319 si 18
22 0.61199 0.18627 si 19
23 0.00441 0.32624 si 20
24 0.65961 0.20288 si 21
25 0.59362 0.99782 no 21

*Fatos nimeros aleatorios se obtuvieron del apéndice.

Sin embargo, 7 puede ser estimada usando la relacién 4X/n. Por consi-
guiente, sustituyendo ¥ = 4x/n en la Gltima expresion, se obtiene:

r — (.1
4

r+ 0.1

Prob. |
4

x
== =
n

| = 0.95
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y puesto que x (cantidad de puntos simulados que cayeron adentro del
cuarto de circulo) es una variable aleatoria gue sigue una distribucién
binomial (cada punto simulado sigue una distribucién Bernoulli), con
media n x/4 y variancia n x/4{1 — =/4), entonces, x/n la cual representa
la fraccitn de éxitos, tiene la siguiente media y variancia:

E(X)=LEwx =4

VAR () =B(% - 37 == Bix —n w/4f = v/l - x/4)in

Por otra parte, es obvio que cuando n es grande, tanto la distribu-
citn binomial como la fraccion de éxitos (x/n), pueden ser reemplazadas
por una distribucién normal con los pardmetros respectivos. Por
ejemplo, se puede decir que cuando n es grande, x/n sigue aproximada-
mente una distribuciém normal, con media v variancia respectivamen-
te, de x/4 y x/4{1 — =/4)/n. Por consiguiente, el mimero de corridas que
es necesario realizar para que el valor estimado de =, difiera de su valor
verdadero en menos de 0.1, con una seguridad de 95%, puede ser en-
contrado al resolver la siguiente ecuacion:

r+0l1 =
4 4
z,.r;r=
\/i“ _r,1
4 4 n

v despejando el valor de n, se obtiene;

4 701 - =id) 2311
(0.1)2

y puesto que Z..,, = 1.96, entonces el valor de n resulta ser de 1036. En
esta dltima expresién, se puede observar que el valor de n aumenta
entre mayor sea el nivel de confianza o la exactitud requerida. En
conclusitn, se puede decir que para que el valor estimado de =, difiera
de su valor verdadero en una cantidad menor que 0.1, es necesario si-
mular 1036 corridas.
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Ejemplo 5.4. Proyvecto de inversidn

La compafiia X desea incursionar en un nuevo negocio cuya inver-

sifm inicial requerida y los flujos de efectivo antes de depreciacion e im-
puestos de los proximos cinco afios siguen las siguientes distribuciones

triangulares:

Estimacidn Estimacion Estimacion

pesimista mds probable optimista
Activo fijo inicial — $100,000 ~$70,000 — $60,000
Activo circulante inicial ~ 40,000 — 30,000 — 25,000
Flujo antes de impuestos 30,000 40,000 45,000

Ademads, esta compafiia estima que las tasas de inflacion en los proxi-
mos cinco afios siguen las siguientes distribuciones triangulares:

Tasas de inflacion i)

Estimacion Estimacidn Estimacion
Ao pesimista mds probable optimista
1 18 15 12
2 18 15 12
3 22 18 15
) 29 20 18
) 28 22 19

Si la tasa de impuestos es de 509%, la TREMA de 15% y la alta admi-
nistracion ha establecido que si Prob. | TIR > TREMA |* = 0.90, enton-
ces los nuevos proyectos se acepten; ;deberia la compania X aceptar este
nuevo proyecto de inversion? (Asuna que la vida fiscal del activo fijo es
de 5 afios, v que el valor de rescate es un 209 del valor simulado para el
activo fijo, v un 100% del valor simulado para el activo circulante.)

Este problema seria muy dificil de resolver en forma analitica,
puesto que tanto los flujos de efectivo como las tasas de inflacién son
probabiiisticas. Sin embargo, por medio de la simulacion es muy sencillo
establecer o desarrollar un modelo que incorpore toda la informacion
probabilistica de las diferentes variables aleatorias que intervienen en el
proyecto de inversion. Especificamente, los pasos necesarios para deter-
minar la distribucion de probabilidad de la TIR v en base a ello tomar una
decision, serian:

*TIR = Tasa interna de rendimiento.
TREMA = Tasa de recuperaciom minima atractiva,
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Determinar la TIR minima que puede resultar de la simu-
lacion. El valor de TIR minimo resulta cuando el activo fijo
inicial, el activo circulante inicial, el flujo de efectivo antes de
impuestos vy las tasas de inflacion toman su valor pesimista.
Para estos valores, la tabla 5.4 muestra los flujos de efectivo
después de impuestos. Para estos flujos de efectivo, la tasa in-
terna de rendimiento que se obtiene es de —3.1%.

Determinar la TIR maxima que puede resultar de la simu-
lacion, El valor de TIR maximo resulta cuando el activo fijo
inicial, el activo circulante inicial, el flujo de efectivo antes de
impuestos v las tasas de inflacion toman su valor optimista.
Para estos valores, la tabla 5.5 muestra los flujos de efectivo
después de impuestos, Para estos flujos de efectivo se obtiene
una tasa de rendimiento de 19.91%.

Dividir el intervalo {—3.1%; 19.91%} en 20 subintervalos
iguales.

Simular el valor del activo fijo inicial v del activo circulante
inicial, los cuales representan la inversion total del proyecto.
Determinar el flujo de efectivo después de impuestos a pesos
constantes, de acuerdo a la siguiente expresion:

2, 7 (14 01 =D HO.2AFNT) - ACH, ) = (1+i,)

=l ¥

x (1+i,)
=1
donde:
5, = Flujo de efectivo después de impuestos a pesos
constantes.
x, = Valor simulado del flujo de efectivo antes de im-

puestos en el periodo ¢,
{,, = Valor simulado de Ia tasa de inflacion en el periodo /.

T = Tasa de impuestos.
AF = Valor simulado del activo fijo inicial,
AC = Valor simulado del activo circulante inicial,

Determinar el valor de rescate a pesos constantes, utilizando la
sigulente expresion:

VR = AC + (0.2AR (1 -1

Calcular la tasa interna de rendimiento para estos valores simu-
lados, de acuerdo a la siguiente expresion:
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_AF+AC + T & = ¥R _ 5

=1 (1L+TIR) fi-+TIHP

8 Incrementar la frecuencia observada del subintervalo al cual
pertenece el vajor de TIR simulado en el paso anterior.
Repetir los pasos anteriores tantas veces COmo se deses.

o

Como se puede apreciar en el procedimiento anterior, la simulacién
de un valor de TIR, implica la simulacion de una serie de variables alea-
torias (inversion inicial, flujos de efectivo, tasas de inflacion, etc.), las
cuales siguen distribuciones triangulares de la forma:

fix) A

PUE=T]  fos ooy e s it 1ot it

[~
i 14
o)
o

Por consiguiente, si se utiliza el método de la transformada inversa
para simular valores de estas variables aleatorias, se requiere primera-
mente determinar la distribucién acumulada de esta distribucion. Tal
distribucién se muestra a continuacion:

(x—a)* . Bl O @E=E=E4
{c —a)lb—a)
Flx) =
1~ (x—c)’ . si b=sx=<c
(c —a)lc—b)

Con la distribucion acumulada definida, el procedimiento para
simular valores de una distribucion triangular seria:
'l

1 e s e gy = g - >
1. Generar ur numerg uniiorme £.

P

3, ;EsR =tb—allc—al? Si la respuesta es afirmativa, entonces:.
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Por el contrario, si la respuesta es negativa, entonces:

x=¢ -y (e—a)le—b)1-R)
3. Repetir los pasos anteriores tantas veces como se desee,

Si se aplica el procedimiento descrito anteriormente, v el método
de la transformada inversa para simular distribuciones triangulares, el
resultado es el histograma de la TIR que se muestra en la tabla 5.6. A
partir de este histograma, se obtiene la distribucion acumulada de la
TIR, la cual se muestra en la figura 5.1. En esta altima figura se puede
apreciar que la Prob. |TIR > TREMA] es practicamente nula. Esto
significa, que de acuerdo a los estandares establecidos por la alta admi-
nistracion, el proyecto debera ser rechazado. Finalmente, conviene se-
fialar que esta decisidn es bastante confiable, puesto que en la tabla 5.6
se muestran los resultados de simular 1,000 veces el valor de TIR.

TABLA 5.6. Frecuencia acumulada de la TIR (%),

Limite inferior Limite superior Fraccidn
del intervalo del intervalo Fraccidn acumulada

- 3.10 - 1.956 (0.000 0.000
- 1.95 = 0.80 0.000 0.000
— 0.80 .35 0.000 0.000
0.35 1.50 0.000 0.000
1.50 2.65 0.003 0.003
2.85 3.80 0.019 (0.022
3.80 4.96 (.082 0.104
4.96 6.11 (141 0.245
6.11 7.26 (.189 0.434
71.26 5.41 0.193 0,627
B.41 9.56 0.1584 0.811
9.56 10.71 0.111 0.922
10.71 11.86 0.057 0.979
11.86 13.01 0.015 (.994
13.01 14.16 0.006 1.000
14.16 15.31 0.000 1.000
15.31 16.46 0.000 1.005)
16.46 17.61 .00 1000
17.61 18.76 0.000 1.000

18.76 1991 0.000 1.000

S —— S - S — L. —_— e ——
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Figura 51 Distribucién acumulada de la tasa interna de rendimiento.

Ejemplo 5.5, Sistema de inventarios

La demanda mensual de un cierto producto sigue la siguiente
distribucién de probabilidad empirica:

Cantidad Probabilided Cantidad Probabilidad Cantidad Probabilidad

35 0.010 44 0.029 53 0.065
36 0.015 45 0.035 54 (L0610
a7 0.020 46 0.045 55 0.050
34 0.020 47 0.060 56 (0.040
39 0.022 48 0.065 a7 0.030
40 0.023 49 0.070 58 0.016
41 0.025 50 0.080 2% 0.015
42 0.027 al 0.075 ] 0.005
43 0.028 a2 0.070

— i e o o mm— e e e mep e m—— e —

El tiempo de entrega esta distribuido de acuerdo a la siguiente funcién
de probabilidad:

Meses 1 2 3
Probabilidad .30 0.40 0.30

Los factores estacionales para cada uno de los meses del afio son como
se muestra a continuacion;
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Factores Factores
Mes estacionales Mes estactonales
1 1.20 T (.80
2 1.00 8 0.90
3 (.90 9 1.00
4 .80 10 1.20
5] (.80 11 1.30
6 0.70 12 1.40

o — . S S — — I

La informacion con respecto a los costos relevantes es la siguiente:

Costo de ordenar = $100/orden
Costo de inventario = $ 20/unidad/afio
Costo de faltante = $ 50/unidad

Si el inventario inicial se asume en 150 unidades, ;determine la canti-
dad optima a ordenar (g} v el nivel ptimo de reorden (R)?

Los sistemas de inventarios a menudo contienen varios compo-
nentes estocasticos que interactiian entre si. Cuando estos componen-
tes son importantes, su consideracion en el modelo matemético lo hace
a éste considerablemente complejo. E] modelo de inventarios determi-
nistico asume demanda conocida y constante; un tiempo de produccitn
o de entrega conocido y fijo; una razén de produccidn infinita; no se
permite faltante; v los costos de llevar inventario y de ordenar son pa-
rametros que tienen un comportamiento lineal. Cuando la demanda es
aleatoria, el modelo de inventario es un poco més sofisticado, Los siste-
mas de inventario, sin embargo, contienen mas componentes estocasti-
cos. Ademas de las variaciones en la demanda aleatoria, ésta puede tener
un comportamiento estacional. El tiempo de entrega entre colocar y re-
cibir una orden puede ser estocéstico. Se puede satisfacer con inventa-
rios de periodos actuales, la demanda insatisfecha de periodos previos.
Los costos de ordenar, llevar inventario y de faltante pueden ser
dificiles de estimar. Estos parametros pueden también ser no-lineales.
Si muchas de estas complicaciones son importantes al sistema de in-
ventarios que se estd analizando, el desarrollo de un modelo matemaéati-
co gue represente a este sistema podria resultar significativamente
complejo. Sin embargo, un modelo de simulacién, procesado con la ayu-
da de la computadora, podria ser mas facil, mas confiable y méas efectivo,

El sistema de inventarios que se analiza es lote constante y tiempo
entre pedidos variables. Las variables de decision para este modelo son
la cantidad a ordenar g y el nivel de reorden A, las cuales minimizan los
costos totales del inventario {costo de ordenar, costo de llevar inventario
y costo de faltante). Por consiguiente, para evaluar el funcionamiento
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del sistema de acuerdo a los valores de las variables de decision utiliza-
dos, costos totales anuales son acumulados. Cada vez que una orden es
colocada, el costo de ordenar anual es incrementado en $100. El nivel
de inventario promedio mensual es utilizado para evaluar el costo de
llevar inventario*. Al final de cada mes se determina el nimero de uni-
dades faltantes v el costo que esto representa. La suma de los costos
anteriores, proporciona el costo total anual.

Para entender el proceso de simulacion de este sistema de inven-
tario, una simulacién manual de un afio de operacién es presentada en
la tabla 5.7, v en la figura 5.2. Los valores de las variables de decision
utilizados en esta simulacion son: g = 200 y R = 100. También, para
esta simulacion se utilizd el método de la transformada inversa para simu-
lar las demandas (ver tabla 5.9) v los tiempos de entrega (ver tabla
5.10). El inventario inicial es de 150 unidades. La demanda simulada
para el primer mes (considerando el factor de ajuste) fue de 64, lo cual
reducira el inventario al final del mes a 86. El inventario promedio del
primer mes es por consiguiente (150 + 86)/2 = 118. Al final del primer
mes, el nivel de existencias es menor que el nivel de reorden, por lo cual
la primera orden es colocada. De acuerdo a la tabla 5.11, el tiempo de
entrega de esta primera orden es de 1 mes. Por consiguiente, al princi-
pio del tercer mes 200 unidades se agregarin al nivel de existencias. Al
final del sexto mes, una segunda orden es colocada, la cual de acuerdo a
la tabla 5.11, se entregard a principios del décimo mes. Este tiempo de
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Figura 5.2. Simulacién para un ano de operacién del sistema de inventarios.

*Se hacen ajustes para aquellos perindos que no tienen existencias suficientes para sa-
tisfacer la demanda de ese periodo.
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Tabla 5.7. Simulacién manual del sistema de inventarios lg = 200, R = 100}.

Inventario
Inventario Nimero Demanda Inventano mensual
Mes inicial aleatorio ajustada final Faltante Orden promedio

1 150 0.74022 64 BG 1 118
2 86 0.65741 52 34 B0
3 234 {0.66083 47 187 211
4 187 0.08355 31 156 172
5 158 0.55121 40 116 136
6 116 0.00911 25 a1 2 104
7 91 0.14060 34 57 T4
B 57 0.14845 38 19 38
9 19 0.41839 48 0 29 4*
1 171 0.39685 a8 113 142
11 113 0.7T4416 69 44 3 79
12 40 0.53152 T0 { 30 11%*
¥ = l_EI ,:.!.E.'_I, )] = 4_{]-1..11:!_]
@ 48 2 70

Tabla 5.8. Costos totales anuales del sistema de inventario.

Costo de llevar Costo de
Costo de ordenar inventario faltante Costd total

- 100y = 5300 114¥1.67) = 51,918 59{50) = $2.950 £5,168

—_——— —_——— i o= == == Tr= = - —————

entrega de tres meses, origina en el noveno mes un faltante de 29 uni-
dades. Consecuentemente, de las 200 unidades que llegaran al principio
del décimo mes, 29 serdn usadas para satisfacer la demanda que quedd
insatisfecha en el periodo anterior. Finalmente, la tabla 5.8 muestra el
costo total deél sistema de inventario para un afo de operacion.

Si se simulan varios afos mas (30 por ejemplo), se podria obtener
el costo total promedio anual asociado a los valores mencionados de de-
cisiom (g = 200, K = 100). Sin embargo, lo importante es aplicar una
metodologia que progresivamente vayva mejorando los valores de las
variables de decision hasta determinar sus valores 6ptimos. Para este
propdsito, el algoritmo de Hooke y Jeeaves*® sera aplicado. De acuerdo
a este algoritmo, primero hay que seleccionar valores iniciales apro-
piados de las variables de decisién. Después, hay que obtener el costo

*Para entender los detalles de este algoritmo, ver Phillips, Ravindran, Solberg, Opero-
tion Research Principles and Practice, John Wiley, 1976,
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total relacionado a estos valores, En seguida, se usa esta informacion
para mejorar los valores de las vanables de decisidn, Esta iteracion sera
repetida hasta que los valores dptimos de las variables de decision ha-
van sido encontrados, La tabla 5.12 muestra todas las iteraciones que
resultan de aplicar este algoritmo. En esta tabla se puede observar que los
valores éptimos de las variables de decision son: ¢ = 173 vy R = 163, lo

cual produce un costo total promedio anual de $3,245.

Tabla 5.9. Método de la transformada inversa para

simular valores de la demanda

51 0.000
s 0.010
51 0.025
Si 0.045
Si 0.065
Si 0.087
Si0.110
Si0.135
Si 0.162
5i0.190
510219
510,254
510,299
51 0.359
Si 0.424
Qi 0.494
Si0.574
Si 0.649
Si0.7T19
Si 0.784
Si 0.844
Si 0.894
Si 0,934
Si 0.964

LT T T T T T P P T T O T R P R T A R

AT AT II NI I NTWDN

< (.010, entonces x = 35
< 0,025, entonces xr = 36

<
<

Ao A A A/ A A A A AAAANAMNANMNA

0.045, entonces x
0.065, entonces x
(LO8T, entonces x
0.110, entonces x
0.135, entonces x
0.162, entonces x
(.190, entonces x
0,219, entonces x
.254, entonces x
0.299, entonces x
1.359, entonces x
0,424, entonces x
0.494, entonees x
0.574, entoncas x
(1649, entonces x
0.719, entonces x
(.784, entonces x
0.844, entonces x
{).584, entonces x
.934, enlonces x
0.964, entonces x
(1,980, entonces x

a7
38
= 39
40
41
42
43
44
46
= 46
47
48
49
50
= 51
= 52
= 53

nwn

510,980 = K < 0,995, entonces x = 59
510995 = R = 1.000, entonces x = 60

Tabla 5.10. Método de la transformada inversa

para simular los tiempos de entrega

'Si0.00 s R < 0.30, entonces x = 1 mes
Si0.30 = R < 0.70, entonces * = 2 meses
Si0.70 = R = 1.00, entonces x = 3 meses
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shin B 44 T oo 3 1 = " 3
adld J3.11. Valores simulados del tiempo de

entrega
Nimero Tiempo de
Orden aleatorio entrega simulado
i 0.10622 1
2 0.86225 3
3 0.45767 2

Tabla 5.12. Resultados dela aplicacion del algoritmo de Hooke v
Jeeaves.

Cantidad Nivel de Costo
[teracién ordenada {q) reorden (R} total

It 50 50 $30 057

2 130 - 130 6,308

3 170 : 170 3551

4 175 ' 170 3,482

5 175 165 3,395

6 173 163 3,245

Ejemplo 5.6. Sistema de colas

Una cadena de supermercados es abastecida por un almacén
central. La mercancia llega a este almacén durante la noche. El personal
encargado de descargar la mercancia consiste en tres personas, las
cuales trabajan un turno de ocho horas (de las 11 P.M. a las 7.30 A.M. }
FEstas personas pueden empezar a tomar sus alimentos a partir de las
A .M., para terminar a las 3.30 A.M. Si a las 3 A.M., se esta descar gando
un camion, entonces, se ;Iﬁpemra a tomar los alimentos al momento de
terminar de descargarlo. El salario por hora que recibe este persm aE es
de 325. El almacén so6lo recibe mercancia de las 11 P.M., a las 7.30 A. M.
Si tiempo extra es requerido, el salario percibido por el personal sera de
337.50 por hora. Finalmente, se estima que el costo de espera de un ca-
mion es de 5100 por hora v el costo de tener operando el almacén es de
3500 por hora.

Cuando el almacén abre sus puertas a las 11 P.M., puede suceder
que haya mas de un camién esperando ser descargado. De informacién
pasada, se sabe que la distribucién de probabilidad del numero de



90 Aplicacionss de simulacidn

camiones que estan esperando al momento de que el almacén abre sus

puertas, es la siguiente:

Cantidad de
OO e s

0
]
2
o

Probablicdod

0.50
(.25
0.15
0.10

Por otra parte, también de informacion pasada, se sabe que la
distribucion de probabilidad del tiempo entre llegadas, es la siguiente:

Tiempo enfre
ifegodas
fminuitos}

20
25
30
a5
40
45
511}
nh

60

Probabilidad

0.02
.08
012
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05
0.03

Finalmente, por medio de experimentacion se han obtenido las distri-
buciones de probabilidad del tiempo de servicio para diferentes tama-
fios de equipo, Tales distribuciones se muestran a continuacion:

Tiempo de servicio
fminutos) de

fres Dersonas Probaflidod
20 0.05
25 .10
30 0.20
35 (3.25
40 .12
45 (.10
a0 (.08
5h 0,06

60 0.04

Tiempo de servicio
frt i dost oe

CLEEID Dersonas Probabilicad
15 0.05
20 0.15
25 0.20
a0 020
A 0.15
40 0.12
45 0.08
a0 0.04
Do 0.01
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Tiempo de servicio Tiempo de servicio
frminttos) de fminutos) de
CINCO PErsonas FProbatifidac SEIS personas Probabilidad
10 0.10 3 0.12
15 0.18 10 0.15
20 022 15 0.26
25 0.18 20 0.15
30 0.10 25 .12
A 0.08 0 0.08
40} 0.06 35 (.06
45H 0.05 40 {0.04

H 0.03 45 002

Si todo el equipo se considera como un servidor, jcual es el tamano 6p-
timo del equipo?

El analisis de sistemas de colas frecuentemente ilustra la dificultad
de eonstruir un modelo matematico que contenga todos los elementos pre-
sentes en el sistema. Generalmente, los modelos de colas asumen que el
tiempo entre llegadas y el tiempo de servicio siguen una distribucion ex-
ponencial. También, estos modelos asumen que la cantidad de clientes que
llegan al sistema por unidad de tiempo y la cantidad de clientes que el sis-
tema sirve por unidad de tiempo siguen una distribucion poisson. Ademas
de las anteriores suposiciones, estos modelos generalmente asumen que:
1) La fuente que alimenta al sistema es de tamafo infinito; 2) E] sistema
ha alecanzado el estado estable; 3) La disciplina de servicio es primeras
entradas—primeras salidas; 4) Los clientes que llegan al sistema se unen
a la cola; 5) Los clientes que estén en la cola, permanecerén en ella hasta
que sean servidos; 6) Los clientes llegan en forma individual v 7) Las sali-
das del sistema son en forma individual, Estas suposiciones generalmente
originan que las decisiones que se toman con base en estos modelos no
sean confiables.

Fon muchas situaciones, sin embargo, el sistema de colas puede te-
ner caracteristicas especiales importantes. Puede tener etapas tran-
sientes v de estado estable, puede ser dependiente, o formar parte de
un grupo de facilidades independientes. Puede tener prioridades de ser-
vicio, o algunos clientes que liegan al sistema cuando la cola es excesi-
vamente grande pueden rehusar entrar al sistema. También, puede ser
que la fuente que alimenta al sistema sea finita. La exclusion de tales
caracteristicas especiales puede distorcionar la naturaleza verdadera del
sistema, por lo cual deberdn ser consideradas en la modelacion del mismo.

Si hay varias caracteristicas especiales importantes, una modela-
cion matemitica completa resultaria dificil o casi imposible. En tales
situaciones, el analisis completo del sistema puede ser logrado a través
del uso de la téenica de simulacion.
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En el sistema de colas que se analiza, existen tres elementos esto-

césticos que deben ser considerados. Estos elementos son: El numero
de camiones esperando ser servidos al momento de abrir sus puer*as el
almacen, el tiempo entre llegadas, y el tiempo de servicio. La variable
de decisién para este modelo es la cantidad de personas que formaran
el equipo que se encarga de descargar los camiones, Por consiguiente,
para evaluar el funcionamiento del sistema de acuerdo a diferentes ta-
os de cmpﬂ costos “ntale: por turno son acumulados.
La simulacién de este sistema de colas p&eae ser man::ad? de des
maneras: 1) Incrementos a tiempo fijo, 6 2) Incrementos al proximo
evento. Ambos procedimientos actualizan el estado deT letema de
acuerdo a los eventos que ocurren en un intervalo especifico de tiempo.
La diferencia entre estos procedimientos es la manera en la cual los
incrementos son especificados.

En incrementos a tiempo fijo el tiempo es adelantado en intervalos
fijos de tiempo. Por ejemplo, el tiempo puede ser adelantado en inter-
valos de 30 minutos. Cuando el reloj de la simulacién es adelantado en
esta unidad de tiempo, el sistema es actualizado al considerar todos los
eventos gue ocurrieron durante ese intervalo de tiempo. El sistema
ahora esta en un nuevo estado y listo para que el proceso sea repetido.

En incrementos al préximo evento el reloj de la simulacién es ade-
lantado por el tiempo entre eventos. Por ejemplo, si el tiempo entre el
cuarto v el quinto evento es de 10 minutos, el reloj de la simulacién es
adelantado por ese lapso de tiempo y el sistema es actualizado para el
guinto evento. Este procedimiento serd aplicado para el sistema que se
esta analizando.

Para entender el proceso de simulacion de este sistema de colas,
una simulacion manual de un turno de operacion es presentada en la
tabla 5.19. El tamano de equipo utilizado para esta simulacién es de
tres personas. También, para esta simulacién se utilizé el método de la
transformada inversa para simular: los camiones que esperan al empe-
zar a operar el almacén (ver tabla 5.13), el tiempo entre liegadas (ver
tabla 5.14), v el tiempo de servicio (ver tabla 5.15)*.

De acuerdo con los resultados mostrades en la tabla 5.19, a las
11 P.M., cuando se inician las operaciones, un camion esta esperando
para ser servido (numero aleatorio 0.63325). El servicio empieza a las
11 P.M., y contintia por 50 minutos {numero aleatorio 0.83761, que de
acuerdo a la tabla 5.15, corresponde a un tiempo de servicio de 50 mi-
nutos). El préximo arribo ocurre 40 minutos después (nimero aleatorio
0.48355, que de acuerdo a la tabla 5.15, corresponde a un tiempo entre
llegadas de 40 minutos). Consecuentemente, el reloj de la sir mulacién es

*Para tamanos de equipos mayores gue tres
tienen utilizando la inic
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adelantado a las 11.40. Como el primer cami6n se termina de descargar
a las 11.50, entonces, hasta este momento se iniciara la descarga del se-
gundo camidn. Esto significa que el tiempo de ocio del segundo camidén
es de 10 minutos, El tiempo de servicio para el segundo camidén es de
25 minutos (nimero aleatorio 0.14387, que de acuerdo a la tabla 5.15,
corresponde a un tiempo de servicio de 25 minutos). El proceso conti-

niia para el resto del turno en una forma similar,

Tabla 5.13. Método de la transformada inversa para
simular los camiones que esperan al empezar a ope-
rar el almacén.

Si 0.00 = R < 0.50, entonces x = 0
Si0.50 = R < 0.75, entonces x =

S10.75 = R < 0.80, entonces x = 2
S5i090 = R < 1.00, entonces x = 3

—_—r—m

Tabla 5.14. Método de la transformada inversa para
simular el tiempo entre legadas.

Si0.00 = R < 0.02, entonces x = 20
51 0.02 = A < 0.10, entonces x = 25
=1 0.10 = R < 0.22, entonces x = 30
S510.22 = R < 0.47, entonces x = 35
Si047 = R < 067, entonces x = 40
S1 0.67T = R < 0.B2, entonces x = 45
51082 = K < 0.92, entonces x = 50
5i 092 = R < 0.97, entonces x = 55
S5i097 = R = 1.00, entonces x = 60

Tabla 3.15. Método de la transformada inversa para
simular el tiempo de servicio (equipd de 3 personas.

S1 000 = B < 005, entonces x = 20
=006 = B < 0,15, entonces x = 25
Si0.15 = A < 0.35, entonces x = 30
S 035 = A < 0.60, entonces x = 35
Si060 = R < 0.72, entonces x = 40
Si072 = R < 0.82, entonces x = 45
Si 082 = A < 0.90, entonces x = 50
S 090 = B < 0.96, entonces x = 556
SiD9% = R = 1.00, entonces x = 60

_———— = = e
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A través de las operaciones del turno nocturno, el tiempo entre
llegadas v el tiempo de servicio son obtenidos utilizando mimeros alea-
torios del apéndice. Después de cada evento, el reloj de la simulacidn es
actualizado. Tan pronto como algin servicio sea terminado después de
las 3 A.M., el personal dispondra de media hora para tomar sus alimen-
tos. Para este caso resultd de 3,15 a 3.45 A M. Para descargar el dltimo
camion, el cual llegd a las 6.556 A.M., el personal tuvo que trabajar 10
minutos de tiempo extra. Por consiguiente, los costos totales que se in-
curren en este primer turno simulado son:

Salarios = Tiempo normal + tiempo extra.
= JBNZ5) + 3T.50{3N1/6).
= B618.75.

Espera = Operacion del almacén + espera del camion,
= HOMB.6T) + 10016.42).
= 54,977

Costo total = 618.76 + 4,977 = $5,595.75

Tabla 5.16. Método de la transformada inversa para
simular el tiempo de servicio fequipo de 4 personas).

15

Si0.00 = /£ < 0,05, entonces x =

S10056 = B < 0.20, entonces x = 20
Si0.2) = R < (L40, entonces x = 25
Si 040 = R < 060, entonces x = 30
S1060 = B < (.75, entonces x = 35
Si075 = B < (.87, entonces x = 40
Si 087 = A < (.95, entonces x = 45
S1095 = A = (.99, entonces x = 50
Si09Y = B = 1.4, entonces x = 55

Tabla 5.17. Método de la transformada inversa para
simular el tiempo de servicio lequipo de 5 personas),

S1000 = B < (.10, entonces x = 10
S10.10 = B = (.28, entonces x = 15
S10428 = B < (.50, entonces x = 20
Si050 = A < (68, entonces x = 25
51068 = A < 078, entonces x = 30
=1 0.78 = /< (.86, entonees x = 35
=086 = A < 092, entonces x = 40
S510.92 = A = 097, entonces x = 45
Si097 = R = 1.00, entonces x = 5i)
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Tabla 5.18. Método de la transformada inversa para
simular el tiempo de servicio (equipo de 6 personas),
Si000 = A < 0.12, entonces x = 5
5012 = R < 0.27, entonees x = 10
S5 027 = K < 0.53, entonces x = 15
Si0.53 s R < 0.68, entonces x = 20
Si068 = H < (.80, entonces x = 25
51080 = K < 088, entonces x = 30
S1088 = B < (.94, entonces x = 35
Si0% = H < 0,98 entonces x = 41}
Si098 = B = 100, entonces x = 45

Aungue esta es la simulacion de un turno, los resultados son sig-
nificativos. Los camiones esperan demasiado tiempo. Los costos de es-
pera son mucho mayores que los salarios percibidos por el personal. A
partir de estos resultados, podria pensarse que incrementando el nime-
ro de personas encargadas de descargar los camiones, el costo total
promedio por turno se reduciria. Veamos qué pasa si el tamafio del
equipo se incrementa a 4 personas. Para este propasito, la tabla 5.20
muestra los resultados obtenidos en una simulacién manual de un tur-
no de operacion. Para este nuevo tamafo de equipo, los costos totales
gue se incurren en el primer turno simulado son:

Salarios = 4(BN25) + 37.50(4)(1/4)
= $837.50.

Espera = 500(B.75) + 100{0.83).
= $4,458.

Costo total = 837.50 + 4,458 = $5,295.50

De los resultados anteriores, podria pensarse que 4 trabajadores
es mas economico que tres trabajadores. Sin embargo, considerar ade-
cuadamente las variaciones en los resultados obtenidos con diferentes
tamafos de equipo, requiere realizar un gran numero de simulaciones,

Si se varia el tamafio del equipo y se simulan varios turnos, enton-
ces, es posible determinar el tamafno del equipo para el cual los costos to-
tales son minimos. La tabla 21 muestra los resultados que se obtienen al
simular la operacion del almacén durante 60 turnos. Para estas simu-
laciones se consideraron tamanos de equipo de 3, 4, 5 v 6 personas. Como
se puede apreciar en esta tabla, el tamafo dptimo del equipo es de 6 perso-
nas. Esto significa, que la forma més econdmica de operar el almacén es
con un equipo de 6 personas.
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Tabla 21. Simulacion por computadora del sistema de colas durante 60 turnos y
considerando diferentes tamanos de equipo,

Tamario Operacion
del Salario Salario Ocio del del Costos
equipo rorm extr camidn almacén totales
3 & 600 421 $2,261 §6,121 $9.403
4 BOO 335 1,202 5,367 T7.704
] 1,000 165 455 4,689 6.309
G 1,200 47 125 4,354 0,720

PROBLEMAS

5.1. Elfamoso juego 7-11, requiere que el jugador lance dos dados una o
maés veces hasta tomar la decision de gque se gana o se pierde el
juego. El juego se gana si en el primer lanzamiento los dados su-
man 7 u 11, 6 aparece un 4, 5, 6, 8, 9 0 10 en el primer lanzamiento vy
la misma suma reaparece antes de que aparezca un 7. Por otra par-
te, el juego se pierde si en el primer lanzamiento los dados suman 2,
3 6 12, 6 aparece un 4, 5, 6, 8, 9 6 10 en el primer lanzamiento y
luego sale un 7 antes de gque se repita el primer lanzamiento. Si el
valor de la apuesta es de $1, y la ganancia cada vez que se gana un
juego es de $1, jcuél seria la probabilidad de quiebra si la cantidad
inicial disponible es de $20? {Asuma que el juego también se termi-
na cuando se acumulan $50.)

5.2. En el famoso juego de la ruleta, existen muchas opciones para
apostar. Una de ellas consiste en apostarle al color rojo o al color
negro. En el tablero de la ruleta existen 10 mimeros rojos, 10 nime
ros negros v 2 nameros verdes (cero y doble cero). Si un jugadot
apuesta a un color y el color aparece, él o ella gana la cantidad apos-
tada. Si otro color aparece, el jugador pierde la cantidad apostada.
Si el color verde aparece, la rueda de la ruleta se vuelve a girar has-
ta que el color rojo o negro aparezca. Si este color es el color que se
apostd, el jugador no gana ni pierde. De otra forma, se pierde la
cantidad apostada.

Dos jugadores usan diferentes estrategias. Un jugador sim-
plemente apuesta $1 al color rojo cada vez. El otro jugador empie-
za apostando un 81 al color rojo. Si él gana, él apuesta otro 1, Sin
embargo, si él pierde, él apuesta $2 la proxima vez. Si €l pierde
otra vez, &l apuesta $4. Este jugador puede continuar doblando la
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apuesta hasta un limite de $500.00. Si &l pierde esta apuesta de
$500, él empieza apostando nuevamente $1,

Si cada jugador inicia el juego con $200, jcuél cree usted
que es la mejor estrategia?
Una compafiia de renta de autos, esté tratando de determinar el
niamero dptimo de autos a comprar. El costo promedio anual de
-un auto es de $75,000. Ademas, esta compaiiia ha recopilado las
siguientes probabilidades de operacion:

Numero de autos rentadospordia 0 1 2 3 4
Probabilidad 0.10 0.10 0.25 0.30 0.25

Numero de dias rentados porauto 1 2 3 4
Probabilidad 0.40 0.35 0.15 0.10

Si la renta diaria por auto es de 3350, el costo de no tener un
auto disponible cuando se esta solicitando es de $200, y el costo
de tener un carro ocioso durante un dia es de 850, ;cudl es la can-
tidad de autos que deberia comprar la compafiia? {Asuma que un
auto gue se renta por un dia esta disponible al dia siguiente.
También, asuma 365 dias de operacién al afio.)

Una flecha serda ensamblada en un cojinete como se muestra a
continuacion:

5.5.

S [ 1!

Si x, sigue una distribucién normal con media 1.5 y variancia 0.0016, y X, si-
gue esta misma distribucion con media 1.48 v vaniancia 0.0009, determine:

a} La probabilidad de que haya interferencia.

b El mimero de veces que es necesario simular el experimento, si se
quiere que la probabilidad de interferencia estimada difiera de su va-
lor verdadero en menos de (.01, con un nivel de seguridad del 95..

La demanda diaria de un cierto articulo esta regida por una
distribucion binomial con pardmetros n = 6 y f = 1/2. El tiempo
de entrega en dias es una variable aleatoria poisson con
A = 3. El costo de mantener una unidad en inventario es de $1
por dia, el costo del faltante es de £10 por unidad, y el costo de
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2.6.

5.7.

ordenar es de $50 por orden. Se desea comparar dos politicas
para llevar el inventario: 1) Ordenar cada 8 dias hasta tener 30
articulos en inventario y 2) Ordenar hasta 30 articulos cuando el
nivel del inventario sea menor o igual a 10. Si se asume que las
unidades faltantes en un ciclo son surtidas por la nueva orden
gue arriba en el proximo ciclo, jeual de las dos politicas descri-
tas es mas economica?

Una compafia tiene un problema de mantenimiento con cierto
equipo, que contiene 4 componentes electrénicos idénticos que
son la causa del mismo, el cual consiste en que los componentes
fallan frecuentemente, forzando a que el equipo se desconecte
mientras se hace la reposicién. Lo que se ha venido haciendo es
reemplazar los componentes solamente cuando se descomponen,
Sin embargo, existe una nueva proposiciéon de hacer el reempla-
zo de los cuatro componentes cuando falle cualesquiera de ellos,
con objeto de reducir la frecuencia de desconexién del equipo.

El tiempo de vida de un componente estd normalmente distri-
buido con media de 600 horas y desviacion estandar de 100 horas.
También se sabe que es necesario desconectar el equipo 1 hora si se
reemplaza un componente y 2 horas si se reemplazan los 4. Un
componente nuevo cuesta $200 v se incurre en un costo de 3100 por
hora cada vez que se desconecta el equipo.

Determine cual de las dos politicas anteriores es mas eco-
nomica {Simule la operacién del equipo durante 20,000 horas).
Un vendedor de revistas compra mensualmente una revista el
dia primero de cada mes. El costo de cada ejemplar es de £1.50.
La demanda de esta revista en los primeros 10 dias del mes sigue la
siguiente distribucién de probabilidad:

Demanda 3 6 7 8 9 10 11
Probabilidad 0.05 0.05 0.10 0.15 0.256 0.25 0.15

Al final del décimo dia, el vendedor puede regresar cualquier
cantidad al proveedor, quien se las pagara a $0.90 el ejemplar, o
comprar mas a $1.20 el ejemplar. La demanda en los siguientes
20 dias esta dada por la siguiente distribucion de probabilidad:

Demanda 4 5 6 T 8
Probabilidad 0.15 0.20 0.30 0.20 0.15

Al final del mes, el vendedor puede regresar al proveedor las revis-
tas que le sobren, las cuales se le pagarén a $0.60 el ejemplar. Final-
mente, se asume que después de un mes ya no existe demanda por
parte del piblico, puesto que para ese entonces ya habra aparecido
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el nuevo mimero de la revista. Si el precio al publico es de $2 por
ejemplar, determine la politica dptima de compra.

Una compaiiia desea entrar en un nuevo negocio cuya inversion
inicial requerida y los ingresos netos anuales después de impues-
tos estan distribuidos como sigue:

Inversién inicial ~ N (g = 100,000; 0 = 5,000)
Flujo neto del periodo t ~ N (x = 30,000; o = 3,000)

Si la administracion ha establecido que un proyecto de inversion
serd emprendido si Prob. [TIR > TREMA| = 0.90, vy la TREMA
es de 30%, ;deberia la compaiia X aceptar este nuevo proyecto
de inversion? (Asuma un horizonte de planeacién de 5 afios y un
valor de rescate al término de este tiempo de cero).

Una compafiia estd interesada en analizar un negocio cuya in-
version inicial sigue la siguiente distribucién triangular:

Estimacion  Estimacién Estimacion
pesimista mas probable optimista
— 130,000 - 100,000 — 80,000

Esta inversion tiene una vida fiscal de 5 afos, y un valor de res-
cate al término de este periodo distribuido triangularmente:

Estimacion Estimacion Estimacion
pesimista maés probable optimista
16,000 20,000 26,000

La tasa de inflacion en los préximos cinco afios, esta regida por la
siguiente distribucién triangular:
Estimacion  Estimacion Estimacion

pesimista mas probable optimista
25% 20% 15%

Finalmente, asuma que los ingresos netos de los préximos cinco
afios siguen la siguiente distribucién uniforme:

Ao 1 2 3 4 5

Flujos 20,000 30,000 40,000 50,000 60,000

Probabilidad 1/5 1/5 1/5 1/5 1/56

- parwre
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5.10.

5.11.

Si la tasa de impuestos es de 50%, la TREMA de 20%, v la alta
administracion acepta un nuevo proyecto si Prob. |VPN > 0]
= 0.90, ;deberia la compafiia emprender este nuevo proyecto de
inversi6n?

La demanda diaria y el tiempo de entrega de un cierto producto,
siguen las siguientes distribuciones de probabilidad:

Tiempo de
Demanda entrega
diaria Probabilidad idias) Probabilidad
0 0.04 1 0.25
1 0.06 2 0.50
2 0.10 3 0.20
3 (.20 4 0.05
4 0.30
5 0.18
6 0.08
T 0.03
o] 0.01

La informacitn con respecto a los costos relevantes es la siguiente:

Costo de ordenar = $50/orden
Costo de inventario = 226/unidad/afo
Costo de faltante = £25/unidad

Si el inventario inicial es de 15 unidades, ;determine la cantidad
optima a ordenar (g) y el nivel 6ptimo de reorden (R)? (Asuma
que se trabajan 260 dias en el afio.)

La demanda diaria y el tiempo de entrega de un cierto producto,
siguen las siguientes distribuciones de probabilidad:

Tiempo de
Demanda entrega
diaria Probabilidad (déas) Probabilidad
25 0.02 1 .20
26 0.04 2 0.30
27 0.06 3 0.25
28 0.12 4 0.25
29 0.20
30 0.24
31 0.15
32 0.10
33 0.05

34 0.02
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Si el producto no esté disponible cuando es requerido, el cliente
puede esperar la llegada de un nuevo lote por un tiempo limita-
do, es decir, si el cliente decide esperar 2 dias y la mercancia no
llega en ese tiempo, entonces, la demanda de este cliente se con-
sidera perdida. La distribucién de probabilidad del tiempo que
un cliente esta dispuesto a esperar para que se le surta su pedi-
do, es la siguiente;

Tiempo de espera (dias) Probabilidad

0.40
0.20
0.15
0.15
0.10

e LI RO = D

La informacién con respecto a los costos relevantes es la siguiente:

Costo de ordenar = § 100/orden

Costo de inventario = $ 52/unidad/afio

Costo de faltante suponiendo que el cliente espera = $20/unidad
Costo de faltante suponiendo que el cliente no espera = $50funidad

Si el inventario inicial es de 100 unidades, jdetermine la cantidad
Optima a ordenar (g) y el nivel 6ptimo de reorden (R)? (Asuma que
se trabajan 260 dias en el afio).

Se tiene un sistema de colas formado por dos estaciones en serie,
Los clientes atendidos en la primera estacién pasan en seguida a
formar cola en la segunda. En la primera estacion de servicio, la
razon de llegadas sigue una distribucién poisson con media de 20
clientes por hora, y el tiempo de servicio sigue una distribucién ex-
ponencial con media de 2 minutos por persona. En la segunda esta-
cion, el tiempo de servicio esté uniformemente distribuido entre 1 y
2 minutos. Para esta informacién, jcudl es el tiempo promedio en el
sistema?, jcudl de las dos colas que se forman es mayor?

Un banco emplea 3 cajeros para servir a sus clientes. Los clientes
arriban de acuerdo a un proceso poisson a una razém media de 40
por hora. Si un cliente encuentra todos los cajeros ocupados, enton-
ces se incorpora a la cola que alimenta a todos los cajeros, El tiem-
po que dura la transaccién entre un cajero v un cliente sigue una
distribucién uniforme entre 0 v 1 minuto. Para esta informacion,
ieudl es el tiempo promedio en el sistema?, jcudl es la cantidad pro-
medio de clientes en el sistema?
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5.14.

5.15.

Una tienda pequefia tiene un lote de estacionamiento con 6 lugares
disponibles. Los clientes llegan en forma aleatoria de acuerdo a un
proceso poisson a una razén media de 10 clientes por hora, v se van
inmediatamente si no existen lugares disponibles en el estaciona-
miento. El tiempo que un auto permanece en el estacionamiento si-
gue una distribucién uniforme entre 10 v 30 minutos.

al (Qué porcentaje de los clientes es perdido por no tener més
lugares disponibles?

b) Cudl es la probabilidad de encontrar un lugar disponible en
el estacionamiento?

e) {Cuél es el porcentaje promedio de espacios disponibles?

Debido a un aumento en las ventas, cierta compania manufactu-
rera necesita mas espacio en su fabrica. La solucién que se ha
propuesto es la construccién de un nuevo depésito para almace-
nar los productos terminados. Este depbsito estaria localizado a
30 kilémetros del lugar donde estd ubicada la planta. Ademaés,
de acuerdo a este nuevo plan, se requiere que al final del dia se
envie al nuevo depdsito, la produceion terminada.

Por otra parte, se sabe de informacién pasada, que la pro-
duccitn diaria de esta compaifiia, sigue la siguiente distribucion
de probabilidad:

Producecion
diaria en
toneladas Probabilidad

50 - 55 © 010
55 - 60 0.15
60 - 65 0.30
65 - 70 0.35
75 - BO 0.08
&0 - B5 0.02

También, se sabe que el tipo de camiones que se deben utilizar
para trasladar esta produccion, tienen una capacidad media de
carga de 5 toneladas. La cantidad de viajes que se pueden reali-
zar cada dia (jornada de 8 horas), depende del tiempo de carga v
de descarga, como también del tiempo que se requiere para re-
correr los treinta kildbmetros entre la planta y el depdsito. Canse-
cuentemente, la cantidad de producto terminado que un camién
puede transladar de la planta al depésito, es una variable aleato-
ria cuya distribucion de probabilidad es la siguiente:
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Toneladas diarias
transladadas por camion Probabilidad
4.0 - 4.5 0.30
4.5-580 0.40
5.0-55 0.20
5.5 - 6.0 0.10

R e

Si la cantidad diaria producida es mayor que la cantidad que
puede transladar la flotilla de camiones, el excedente es enviado
a través de otra compaifiia transportista a un costo de $100 por
tonelada. Ademas, el costo promedio anual de un nuevo camidn
es de $100,000. Si-se trabajan 250 dias en el afio, jcuél es el na-
mero Optimo de camiones que esta companiia debe de adquirir?

5.16. Una cierta compafiia posee un gran niimero de magquinas en uso.
El tiempo que dura en operacion cada una de estas maquinas, si-
gue la siguiente distribucién de probabilidad:

Tiempo entre
descomposturas (horas) Probabilidad

6- 8 0.10
8- 10 0.15
10 - 12 0.24
12-14 0.26
16 - 18 0.18
18 - 20 0.07

El tiempo que un operador se tarda en reparar una magquina, si-
gue la siguiente distribucion de probabilidad:

Tiempo de
reparacion (horas) Probabilidad
2- 4 0.15
4- 6 0.25
6- 8 0.30
8- 10 0.20
10-12 0.10

Si el costo de tener una magquina ociosa durante una hora es de
%500, v el salario por hora para este tipo de operarios es de 850,
jcudntas maquinas se deben asignar a cada mecénico para que
las atienda?
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o
e
-1

Sugerencia: Minimice el costo de tener la maquina ociosa,

mas el salario del mecanico dividido por el nimero de méaquinas
atendidas.
Una cadena de supermercados es abastecida por un almacén
central. La mercancia que llega a este almacén es descargada en
turnos nocturnos. Los camiones que se descargan en este alma-
cen llegan en forma aleatoria de acuerdo a un proceso poisson a
una razén media de 2 camiones por hora. El tiempo que un
equipo de tres trabajadores se tarda en descargar un camién, si-
gue una distribucién uniforme entre 20 y 30 minutos. Si el nume-
ro de trabajadores en el equipo se incrementa, entonces, la razén
de servicio se incrementa. Por ejemplo, si el equipo esta formado
por 4 trabajadores, el tiempo de servicio est4 uniformemente
distribuido entre 15 y 25 minutos; si el equipo est4 formado por
& trabajadores, el tiempo de servicio est4 uniformemente distri-
buido entre 10 y 20 minutos y si el equipo est4 formado por 6
trabajadores, el tiempo de servicio estad uniformemente distri-
buido entre 5 y 15 minutos. Cada trabajador recibe $25 por hora
durante el turno nocturno de ocho horas. El costo de tener un ca-
mién esperando se estima en $50 por hora. ;El administrador
del almacén desea saber cual es el tamafio éptimo del equipo?



b
ANALISIS DE LOS
RESULTADOS DE
LA SIMULACION

Los resultados de una simulacién evalian la eficiencia u opera-
cién de un sistema. Sin embargo, la confiabilidad de estos resultados
dependen del niimero de observaciones que se tienen, es decir, la confiabi-
lidad de los resultados obtenidos en un estudio de simulacion, depende de
la longitud de la corrida y del niimero de corridas. Por consiguiente, es ne-
cesario determinar intervalos de confianza para las variables del sistema
gue se estan analizando.

La determinacién de intervalos de confianza depende de si los re-
sultados de la simulacién son independientes o estan correlacionados.
Por ejemplo, en la simulaciéon de un sistema de colas, el tiempo de espe-
ra de un cliente en el sistema, depende del mimero de clientes que este
altimo cliente encontrd al llegar al sistema {correlacion entre ¢, y t.-),
También, la obtencion de intervalos de confianza depende de si el sistema
se analiza en estado transiente o en estado estable. Por consiguiente, el ob-
jetivo de este capitulo en analizar la determinacion de intervalos de con-
fianza para las dos situaciones mencionadas, es decir, para: 1) Sistemas
cuyos resultados son independientes uno del otro v 2) Sistemas transien-
tes con alta correlacién en sus resultados. Para el primer caso se utilizan
los métodos tradicionales de intervalos de confianza. Para el segundo caso
se utiliza simulacién regenerativa.

6.1. METODOS DE ESTIMACION

Cuando los sistemas que se analizan se encuentran en estado es-
table, v ademas los valores que toman las variables que interactuan en
107
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el sistema son independientes, entonces es posible utilizar los procedi-
mientos tradicionales de intervalos de confianza. En la determinacion
de estos intervalos de confianza se utiliza el teorema del limite central.
Este teorema establece que la suma de n variables aleatorias independien-
tes, obtenidas de un universo con media u v variancia «°, es aproximada-
mente una distribucion normal con media np y variancia no®, También, es
obvio que a partir de este teorema la distribucion de:

i=lxl+lx;+___+lx. (6.1)

n n n

es una distribucion normal con media ¢ y variancia ¢*/n y por consi-
guiente:

S Sl S 6.2)
disf 1

sigue una distribucién normal estdndar con media 0 y variancia 1. De
acuerdo a esta Gltima expresion, v suponiendo un nivel de significado
«, €l intervalo de confianza del parametro x seria:

Prob. { —Z,p, = £ <Z,}=1-a
EJ'I'I\.-'?

~Zp=p=r+—Z,l=1-a (6.3

Prob. | x —
w 1 N

La expresion (6.3) establece que el ancho del intervalo de confianza es:

_ 20Zai2 (6.4)
Jn

lo cual significa que el tamafio del intervalo seria mas pequefio entre
mayor sea el nimero de observaciones que se tienen de la variable ale-
atoria X. Por ejemplo, para reducir el intervalo de confianza a la mitad,
es necesario de acuerdo a la expresion (6.4), aumentar cuatro veces el
nimero de observaciones.

En las expresiones anteriores se asume que la variancia es conoci-
da. Sin embargo, en muchos problemas reales la variancia generalmente



Métodos de sstimacibn 109

se desconoce. Para este tipo de situaciones, es posible utilizar el si-
guiente estimador de la variancia:

si=—1_ v X, -%p (6.5)

n-1 =

Ahora, si esta identidad se sustituye en la expresion (6.2), lo que resul-
ta es:

x —p

Sf—«.fn_ (6.6)

lo cual sigue una distribucion ¢ con n — 1 grados de libertad. De acuerdo
a esta nueva distribucién v suponiendo un nivel de significado «, el in-
tervalo de confianza del parametro x seria:

Pl'ﬂb{ x - —"'"S—_‘[n-hnxz sps X + 'i_ r#'l.ﬂfi}‘l - o (6.7)

w M s M
el cual define un ancho del intervalo de confianza de:
2 S t,.--]_‘.-.,.l;

1\?

- (6.8

Ejemplo 6.1,

Suponga que la simulaciém de un provecto de inversion arrojo los
resultados que se muestran en la tabla 6.1. Para estos resultados se de-
sea determinar un intervalo de confianza del 95% (« = 5%) para la tasa
interna de rendimiento (TIR).

Puesto que la variancia del universo de donde procede la muestra
se desconoce, entonces el intervalo de confianza para la TIR, se deter-
mina a partir de la expresion (6.7), esto es:

6.71

2

13.37% + (1.99)%

13.37% = 1.34%

lo cual define el intervalo (12.03%; 14.71%} cuyo ancho es de 2.68%.
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Tabla 6.1. Resultados (TIR's) de la simulacién de un proyecto de inversion (%).

3 2 927 9

12 8 5 3 7 3

15 22 i 21 3 15 26 17 8 13
18 13 18 17 o 3 4 T 13 19
11 16 13 13 9 8 T 13 156 12
13 12 14 14 20 22 11 12 18 11
17 4 23 8 15 7 18 19 24 15
19 24 12 T 18 15 13 8 21 4

14 19 15 18 4 27 21 3 8

9 17 11 15 21 18 15 28 13 3
4
10 21 25 21 7 2 8 9 7 11

Finalmente, conviene sefialar que si el ancho del intervalo se
quisiera reducir a 1.34%, entonces se necesitaria aumentar a 400 el na-
mero de simulaciones de la TIR.

6.2. SIMULACION REGENERATIVA

La simulacion de un sistema estocastico puede ser visto como un
experimento estadistico, donde primero se construye el modelo del sis-
tema, el cual captura la esencia del problema v desecribe su estructura
fundamental en términos de relaciones causa-efecto. Enseguida, con la
ayuda de una computadora se realizan experimentos v se analizan los
resultados de la simulacion con el propdsito de hacer inferencias sobre
el comportamiento del sistema. Por consiguiente, los experimentos de
simulacién son experimentos estadisticos, y como tales, estan basados
en procedimientos estadisticos profundos. En particular, las técnicas
de estimaciom son muy utiles en estudios de simulacion, pues permiten
hacer inferencias estadisticas sobre las variables estocasticas analiza-
das en el modelo.

Recientemente, una nueva metodologia estadistica ha sido des-
arrollada para analizar los resultados de una simulacion. A esta nueva
técnica se le conoce con el nombre de “*Simulacion regenerativa”. Este
nuevo enfoque se basa en el hecho de que muchos sistemas estocasticos
se regeneran (empiezan en el mismo punto de partida) a intervalos re-
gulares de tiempo. Esta particularidad permite al analista observar y
estudiar durante el curso de la simulacion, bloques de datos indepen-
dientes e idénticamente distribuidos. Mas generalmente, la simulacion
regenerativa resuelve los problemas de: 1) ;Como empezar la simulacion?
2) ;Cuéndo empezar a colectar datos? 3) Tamafio de la corrida y nime-
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ro de corridas y 4) ;Como manejar los resultados cuando estos estédn
correlacionados?

6.2.1. Simulacionn de un sistema de colas de un servidor

La representacion de un sistema de colas de un servidor aparece
en la figura 6.1. En esta figura se puede apreciar que los clientes son
generados por una fuente alimentadora, la cual genera X nimero de
clientes por unidad de tiempo. Si un cliente que llega al sistema en-
cuentra desocupado al servidor, entonces este cliente empieza a ser in-
mediatamente servido y su salida del sistema empieza inmediatamente
después de que su servicio ha terminado. Por el contrario, si un cliente
al arribar encuentra al servidor ocupado, entonces este cliente pasa a
un saldn de espera donde esperara su turno para ser servido. Finalmen-
te, los clientes que permanecen en la cola, son servidos en base a aten-
der primero a los que llegaron primero a la cola.

Sistema de colas

Clienies

Fuoenibe Clientes Salkin de Servid qiry idns
alimentadora ESPETH Servidor ———————#

Figura B.1. Sistema de colas de un servidor,

Para el sistema particular que se esi analizando, suponga que la
fuente alimentadora genera un nuevo cliente cada 2 minutos. También,
suponga que el tiempo de servicio es una variable aleatoria uniforme-
mente distribuida entre 1 y 2 minutos. Ademas, suponga que la forma
de evaluar el funcionamiento y operacitn del sistema, es en base al va-
lor esperado del tiempo que un cliente permanece en la cola E(W), cuan-
do el sistema se encuentra en una situacion de estado estable. Para este
sistema en particular, no existen procedimientos analiticos capaces de
obtener E(W). Por consiguiente, la Gnica forma de evaluar y analizar
este sistema es a través de simulacion.

Por consiguiente, el objetivo de la simulacién de este sistema, es
analizar los resultados obtenidos con el propésito de estimar E(W).
Miés generalmente, se desea que la estimacion de E{W) sea confiable, es
decir, se requiere que el valor de E(W) pertenezca a un intervalo con un
cierto nivel de confianza, por ejemplo del 95% (v = 5%).
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Una forma razonable de estimar E(W) seria: sea W, el tiempo de espe-
ra en la cola del cliente 1, W; el tiempo de espera en la cola del cliente 2,
y asi sucesivamente. Por consiguiente, si durante la simulacion del sis-
tema entraron a éste N clientes, entonces el promedio muestral seria:

W, + Wy+ ... + W,
N

(6.9)

el cual representa a un estimador consistente de E(W). Sin embargo, el
promedio muestral seria en general un estimador sesgado de E(W) de-
bido a las condiciones iniciales. Por ejemplo, si W, tiene un valor de
cero, entonces los tiempos de espera de los primeros clientes tienden a
ser pequenos.

La forma tradicional de tratar el sesgo del estimador debido a
condiciones iniciales, es correr el modelo de simulacién durante algin
tiempo sin colectar ningin dato, hasta que el sistema de colas haya al-
canzado la condicion de estado estable. A partir de este instante, se

empieza a colectar la informacion. Por ejemplo, se puede simular el sis-
tema para 1000 clientes y solo considerar los tiempos de espera de los

ultimos 500, v entonces usar:

Hls[u + Wjﬂ.: + vaw + Wlm
500

(6.10)

como un estimador de E{W). Sin embargo, esta solucién no es muy re-
comendable por las siguientes razones: 1) Es muy dificil determinar la
longitud del periodo de estabilizacion v 2} Una gran cantidad de tiempo
de computadora es desperdiciado.

Otra de las desventajas que se le atribuyen al procedimiento ante-
rior, es la alta correlacion que existe entre W, y W..; independientemente
de que el sistema se encuentre o no en estado estable. Por consiguiente, si
W,, W,,...W, no son independientes, la teoria estadistica clisica seria de
poca utilidad en la determinacion del intervalo de confianza del tiempo
promedio de espera en la cola.

Se puede observar de los comentarios anteriores, que el sesgo debido
a condiciones iniciales transientes y a la alta correlaciém de los datos, ofre-
cen serios obstéaculos en la determinacion de E{W). Por consiguiente, es
necesario buscar y proponer un nuevo procedimiento que elimine y resuel-
va los problemas antes mencionados. Afortunadamente, si existe tal pro-
cedimiento al cual se le llama simulacion regenerativa.

Para entender la logica de esta nueva técnica, suponga que al em-
pezar la simulacion se establece W, = (. En seguida, se empieza a
correr el modelo de simulacion y valores del tiempo de espera en la cola
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empiezan a ser colectados. La obtencitn de tales datos suponga que son
tal y como se muestran en la tabla 6-2. En esta tabla se puede ohservar
que los clientes 1, 4, 8, 9, 14, 17 ¥ 20 fueron muy afortunados, puesto que
encontraron desocupado al servidor al momento de arribar al sistema.
También, en esta tabla se puede apreciar que el servidor esta constan-
temente ocupado desde que llega el cliente 1 hasta que se va el cliente
3, en seguida se encuentra ocioso hasta que llega el cliente 4, y asi suce-
sivamente. Si mas de 20 clientes son servidos, entonces el sistema
simulado mostrara este mismo comportamiento, es decir, servidor ocu-
pado, servidor ocioso, servidor ocupado, servidor ocioso, vy asi sucesi-
vamente, Por consiguiente, si al tiempo que transcurre entre empezar a
servir y quedar ocioso, se le considera como un ciclo, entonces para la
corta simulacién mostrada en la tabla 6.2, existen 6 ciclos, donde el pri-
mer ciclo comprende a los clientes 1, 2 v 3, el segundo ciclo comprende
a los clientes 4, 5, 6 v 7 v asi sucesivamente.

Tabla 6.2, Tiempo de espera en la cola

No. Cliente W No, Cliente W
1 0 8 0 3 14 0
9 10 } 1 9 0 | 15 16 } 5
3 b 10 18 16 12
4 0 17 0
] 25 11 200 4 18 25 }
6 5 | 2 12 30 19 s ) ©
7 20 13 40 | 20 0

r

El séptimo ciclo empieza con el arribo del cliente nimero 20. Por consi-
guiente, un nuevo ciclo es iniciado cuando un cliente llega al sistema vy
encuentra al servidor ocioso.

Puesto que cada vez que un cliente llega al sistema y encuentra al
servidor ocioso, es equivalente y estd gobernado por la misma estructura
probabilistica que cuando llega el primer cliente al sistema, entonces seria
razonable agrupar los resultados de la simulacion en blogues de datos,
donde el primer bloque contendri los tiempos de espera en la cola de los
clientes que forman parte del primer ciclo, €l segundo blogque contendra
los tiempos de espera en la cola de los clientes que forman parte del segun-
do, ciclo, y asi sucesivamente, Para la corta simulacién mostrada en la
tabla 6.2, los blogues serian:

:H.rli W?t “'Ir_'IL 11"1;'_1 'il.t,-'!. Hfln- w?L {Wtbl
(We Wi Wy Wi Wil
lw].l-" wli" Wlﬁ"‘ ‘Wl?‘l HIIE‘I wl!i

De este modo, puesto que cada ciclo es iniciado en las mismas con-
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diciones, los bloques de datos de ciclos sucesivos son estadisticamente
independientes e idénticamente distribuidos. Por consiguiente, si se
define E, como la suma de los tiempos de espera de los clientes servi-
dos en el ciclo k, y €, como el mimero de clientes servidos en el ciclo &,
entonces los pares (E,, (), (Ey Gy, (Ey, Cy, (B, C), (Ey, Cy) y {Eg, G
son estadisticamente independientes e idénticamente distribuidos, a
pesar de la alta correlacion que existe entre E, v C,. De la tabla 6.2, los
valores de (E,, C,) que se obtienen son los siguientes:

(Ey, Cy)) =1(15,3) (E, C) = (108, 5)
[E_I: Cl' = {Eﬂf 4} {Eﬂu {:.sl = {EEI 3}
(E;, C3) = {0, 1) (Eg Cel = (55, 3)

Por consiguiente, la alta correlacién entre W, y W.,, ha sido eliminada
v los datos han sido agrupados en blogues estadisticamente indepen-
dientes e idénticamente distribuidos.

De acuerdo a la agrupacion anterior, y suponiendo que N clientes
fueron servidos durante la simulacion, a partir de la cual se formaron n
blogues, la estimacion del tiempo de espera en la cola se puede determi-
nar por medio de la siguiente expresion:

W, + W, +..+ W, E,+E,+..+E,
EiW) = — 2 M : (6.11)
N C,+C+..+C.

Sin embargo, la segunda parte de la expresion (6.11) puede ser escrita
de la siguiente forma:

(E, + E, +...+ E.)n
EiW) = —* 2 } (6.12)
(Cy + Cy +...4 Cin

Puesto que (E,, E,,..., E.) y (Cy, Cy,..., C,) son grupos de variables alea-
torias independientes e idénticamente distribuidas, entonces por el teo-
rema del limite ecentral, la expresion (6.12) converge a:

E(W) = E(E)EIC) (6.13)
Lim

R-+o0

Por consiguiente, el problema de estimar E(W) se traduce a estimar
E(EVE(C). Y puesto que E(E)E(C) puede ser estimado a partir de (E,, (),
(Ey Cy ..., E,, C,), la estadistica clasica puede ser utilizada para hacer
inferencias acerca el valor verdadero de E(W). Ademaés, a través de la esta-
distica clasica se puede determinar un intervalo de confianza para E{W).
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6.2.2. Intervalo de confianza para E(W)

La determinacién del intervalo de confianza de E(W), se deriva al
hacer uso del teorema del limite central. Para tal propoésito, considere
primeramente las siguientes identidades:

fet) (6.14)
E(C)
U,=E, — tC, (6.15)

de la expresion (6.15) es obvio que las U,, son independientes e idénti-
camente distribuidas, y ademas: ;

B = B(E;} — tB{C} =0 6.16)

También, de la expresion (6.15) se puede obtener la siguiente identidad:

U=E - tC (6.17)

I

donde:

g=L ru,E=L £ Byc=1L & C
n n i

Jj=1 =1 =1

Por consiguiente, de acuerdo al teorema del limite centrr;xl, U sigue una
distribucién normal con media 0 y variancia ¢*/n = E(U, )/n, y ademas:

“Er

gl n

(6.18)

sigue una distribucién normal estandar con media cero v variancia 1.
Si en esta ultima expresion se sustituye la expresion (6.17), se obtiene:

E =i

— (6.19)
U/\.’ 7
la cual puede ser escrita en la forma siguiente:
(el (6.20)

a C
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De acuerdo a esta tltima expresion, y suponiendo un nivel de significado
«, el intervalo de confianza del parametro ¢t =(E(E)/E(C) = E(W) seria:

PX“Ob. { - Z“/z =
o/C

. . ey e T
C\"’_T?

Prob. §  — ~

De la expresion (6.21), es obvio que el intervalo de confianza de t no
puede ser obtenido si el valor de ¢ se desconoce. Sin embargo, el valor

de o puede ser estimado como sigue:

? = E (E, — tC) = VAR(E)) — 2t COV(E;, C)) + t* VARIC)) (6.22)

Ademas, de la expresion anterior, la VAR(E), la VAR(C) y la COVIE;, G

pueden ser estimadas como sigue:
1 : = ,
S = E (B = EF (6.23)
n—1 =
1 . =
Sc = L G -CF (6.24)
=1 o,
Se=—— T B-BG-0 (6.25)
I = .

Por consiguiente, la estimacién de o? se puede obtener de acuerdo a la si-
guiente expresion:
Ste=8E - 2.+ P8 (6.26)
Sustituyendo esta tltima expresion en la identidad (6.21), se obtiene final-
mente el intervalo de confianza para el parametro ¢ = (E(EJVE(C) = E(W):

(6.27)

A
+
i

S
Loz B 1

Prob. { §
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el cual define un intervalo cuyo ancho es de:

28 Z.,,

6.28
Cyn €.28)

Finalmente, conviene mencionar que aunque la variable aleatoria
E (EXEVE(C) sigue una distribucién de probabilidad ¢ puesto que & se desco-
noce, la expresién (6.27) sigue siendo vélida ya que para valores de n
muy grandes, la distribucién ¢ se aproxima a la distribucién normal.

Ejemplo 6.2

Para los tiempos de espera en la cola mostrados en la tabla 6-2, de-
termine un intervalo de confianza del 90% (= 10%) para E (W).

Para los tiempos de espera mostrados en la tabla 6-2, los blogues
de datos son:

(Ey, Cy) = {15, 3) (E,, C,J = (108, 5)
\E;, C3) = (60, 4) (Es, Cg) = (28, 3)
{E;, C3) =10,1) (Eg, Cs) = {55, 3)

_ De acuerdo a estos blogques de datos, los promedios muestrales E y
C' y el pardmetro ¢ serian:

_ 16+60+0+108+28+55 _ ., .

6

G 3+at1+5+3+3 _ oo

6

e

t=

B - 4433 _ 1403
C 4.16

Por otra parte, los valores correspondientes de Si, St Sec v S§°
serian:

-5'1 = -;- ( (15-44.33)* +(60-44.33)* + (44.33)

+(108-44.33)2 + (28-44.33)2 + (55-44.33)2 )

S? = 1501.06
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o =
Si = ﬂd( 3(3—3.16)2+(4—3.16)2+(1 — 3.16)2+(5 — 3.16)2 )

0!
4\‘!.>
1
*__i
-1

({15 —44.33)(3 —3.16)+(60 — 44.33)(4 — 3.16)+(0 — 44.33)(1 — 3.16)

.16)}

o)

-+(108 — 44.33)(5—3.16)+(28 — 44.33)(3 — 3.16)+(55 — 44.33)(3 —

S = 1501 — 2(14.03)(46.33)+(14.03)2(1.77)=549.95
S = 23.44

Sustituyendo los resultados obtenidos en la expresion (6.27), se
tiene:
(23.44)(1.65)
(3.16)(2.45)

14.03 =

14.03 + 4.99

lo cual define el intervalo (9.04; 19.02) cuyo ancho es de 9.98. Como se
puede observar, este intervalo quiza es demasiado amplio. Este hecho
se debe al numero tan pequefio de bloques de datos analizados. Si se
quisiera reducir a un décimo el tamano de este intervalo, entonces
se necesitaria aumentar a 600 el numero de bloques de datos analizados.

PROBLEMAS

6.1. Si de 100 simulaciones realizadas en el problema 4 del
capitulo anterior, en 30 ocasiones ocurrié interferencia.
Determine un intervalo de confianza del 95% para la proba-
bilidad de interferencia.

6.2. Suponga que la probabilidad de interferencia del problema 4
del capitulo anterior, se determina al simular el ensamble de
50 flechas con 50 cojinetes, es decir, la probabilidad de interfe-
rencia se determina al dividir el nimero de ensambles con
problemas de interferencia entre 50. Si se repite 100 veces el
procedimiento anterior y se obtienen los resultados que se
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muestran a continuacién, determine un intervalo de con-
fianza del 95% para la probabilidad de interferencia.

0.30 0.22 0.25 0.33 0.30 0.38 0.29 0.31 0.32 0.34
0.28 0.34 0.27 0.31 0.35 0.37 0.39 0.35 0.43 0.28
0.29 0.33 0.23 0.36 0.25 0.35 0.30 0.27 0.28 0.24
0.33 0.31 0.28 0.24 0.29 0.36 0.41 0.38 0.34 0.29
0.35 0.34 0.24 0.29 0.24 0.33 0.38 0.36 0.38 0,32
0.37 0.29 0.37 0.22 0.32 0.28 0.42 0.41 0.37 0.33
0.35 0.26 0.36 0.39 0.31 0.26 0.43 0.44 0.39 0.39
0.34 0.27 0.35 0.34 0.34 0.29 0.38 0.29 0.40 0.42
0.28 0.31 0.31 0.33 0.35 0.34 0.39 0.30 0.42 0.31
0.39 0.34 0.34 0.30 0.34 0.36 0.43 0.33 0.44 0.25

6.3. Determine un intervalo de confianza del 95% para el valor
presente neto del problema 8 del capitulo anterior.

6.4. Para el problema 9 del capitulo anterior, simule 100 TIR's
y determine un intervalo de confianza del 90% para la tasa
interna de rendimiento.

6.5.  Para los tiempos de espera en la cola mostrados a conti-
nuacion , determine un intervalo de confianza del 90% para
E (W).

No, No. No.
Cliente W Cliente W Cliente W
1 0 11 0 21 15
2 10 12 15 22 20
J 12 13 0 23 0
4 8 14 0 24 10
5 0 15 18 25 18
6 0 16 14 26 0
7 18 17 0 27 0
8 24 18 19 28 15
9 30 19 23 29 18
10 28 20 29 30 0

6.6. Sisesimula la llegada de 100 clientes a la primera estacion de
servicio del sistema de colas descrito en el problema 12 del ca-
pitulo anterior, determine un intervalo de confianza del
90% para E (W),

6.7. Si se simula la llegada de 100 clientes al sistema de colas

descrito en el problema 13 del capitulo anterior, determine
un intervalo de confianza del 95% para E (W).
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6.8 Suponga que en el problema 16 del capitulo anterior, 5 ma-
guinas son asignadas a un mecanico. Si se simula el sistema
durante 1000 horas, determine un intervalo de confianza del
90% para el tiempo que una méquina permanece ociosa espe-
rando ser reparada.

6.9. Sise simula la llegada de 100 camiones al sistema de colas
descrito en el problema 17 capitulo anterior, determine un
intervalo de confianza del 99% para E (W),

6.10. a) La demanda diaria de un cierto articulo esta regida por

donde:

una distribucién binomial con pardmetros n=9 y 6=1/3.
El tiempo de entrega es instantdneo. El costo de manie-
ner una unidad en inventario es de $25 por dia y el costo
de faltante es de $100 por unidad. Ademaés, el gerente de
produccitn ha establecido como politica, colocar una or-
den cada vez que el inventario sea menor o igual a 3 uni-
dades. La cantidad ordenada debera elevar el nivel de in-
ventario a 7 unidades. Para esta politica, determine el
costo promedio diario en condiciones de estado estable
{(Suponga un inventario inicial de 7 unidades y que un
ciclo se inicia cada vez que existen 7 unidades al princi-
pio del dia).

Sugerencia: El costo promedio diario para este problema
se puede determinar de acuerdo a la siguiente expresion:

CT=2E |{(¥* — D]+ 100 E {ID — x)|

CT = Costo total diario.
x = Nivel de inventario al final del dia.
[} = Demanda diaria.

¥ puesto que:

a* = max ia,0)
fa — B) =a — min(a b/

entonces, la expresion anterior se transforma en:

CT=2E|x1+100E1D| - 125E | min (x[)) |

b ) Si se simulan 30 dias y se obtienen los resultados que

se muestran a continuacion, determine un intervalo de
confianza del 90% para el costo promedio diario.
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Inv. Inv. Inv. [nu. Inv. Inv.
Dia inicial D final Dia inicial D final Dia inicial D final

| 2 5 11 4 0 4 21 7 4 5}
2 5 4 1 12 4 6 -2 22 5 1 4
3 9 1 B 1o ¥ 5 2 23 4 8 -1
4 6 0 6 14 7 1 6 24 7 & 1
5 6 7 —1 15 6 1 g 2o 7 3 4
6 7 6 1 16 5 8§ —3 26 4 ¥ =0
7 7 3 4 17 7 2 8 8% 7 0 7
g 4 1 3 18 5 1 4« 2R 9 2 )
g9 7 0 7 19 4 9 —& 29 5 3 2
g T 3 4 20 7 7 7 ) 2

I

0 30
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LENGUAJES DE SIMULACION

Las primeras etapas de un estudio de simulacitn se refieren a la de-
finici6n del sistema a ser modelado y a la descripcitn del sistema de tér-
minos de relaciones l6gicas de sus variables y diagramas de flujo. Sin
embargo, llega el momento de describir el modelo en un lenguaje que sea
aceptado por la computadora que se va a usar. En esta etapa se tienen
dos cursos de accifm a seguir: 1) Desarrollar el software requerido para
estudios de simulacién, o 2) Comprar algin paquete de simulacion como
GPSS, GASP, simula, etc. Desafortunadamente, para la segunda alter-
nativa existen una gran cantidad de paguetes (lenguajes de programa-
cion de proposito especial), que resulta extremadamente dificil decidir
cudl paquete se ajusta mejor a una aplicacion determinada. Esta si-
tuacion origina que en la mayoria de las veces, la seleccién de un paquete
depende de si el analista lo conoce, lo entiende v lo sabe aplicar. No obs-
tante, estas dos alternativas se deben de evaluar en términos econdmi-
cos antes de tomar una decision,

7.1. VENTAJAS DE LOS LENGUAJES DE SIMULACION

El proceso evolutivo de los lenguajes de simulacién ha sido largo ¥
extenso. Empezo a finales de la década de los 50's. En un principio los
lenguajes que se desarrollaron eran de proposito general. Sin embargo,
poco a poco los estudiosos de este tema se dieron cuenta de la gran si-
militud que existia entre las diferentes situaciones o sistemas gue se
simulaban. Lo anterior condujo obviamente al desarrollo de lenguajes
de propésito especial, los cuales en la actualidad tienen una gran de-

123
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manda v su proceso de comercializacion ha sido amplio v extenso.
Entre las ventajas principales de estos lenguajes de simulacién, se
pueden mencionar las siguientes:

a)

b)

cl

i)

e)

Reduccion en la tarea de programacién, Con los lenguajes de
simulacidn, el tiempo dedicado a la programacion del modelo
se reduce considerablemente. Existen algunos paquetes como
GPSS, en los que con un nimero muy reducido de estatutos,
se pueden simular sistemas que en otro lenguaje como
Fortran, requeririan una gran cantidad de estatutos y subru-
tinas.

Mejor definicion del sistema. A través de los lenguajes de si-
mulacioén, se facilita la tarea de definir las diferentes entida-
des que interactuan dentro del sistema. También, con estos
lenguajes se determina con mayor facilidad las interrela-
ciones que existen entre las entidades que forman el sistema.

Mayor flexibilidad para cambios. Con los lenguajes generales
como Fortran, el proceso de cambios puede ser largo y te
dioso, Sin embargo, con el uso de lenguajes de simulacion, los
cambios son una tarea simple vy rutinarig.

Mejor diferenciacién de las entidades que forman el sistema.
El uso de lenguajes de simulacion facilita determinar o definir
las caracteristicas y atributos de una entidad. Con las entida-
des bien definidas y diferenciadas, se aumenta y mejora el en-
tendimiento del sistema a simular.

Se relacionan mejor las entidades. Con las entidades bien defi-
nidas, los lenguajes de simulacidn permiten relacionar inejor
a cada una de estas entidades, es decir, se determina mas fa-
cilmente las relaciones que las entidades guardan entre st y el
andlisis de cada una de ellas.

1.2. CARACTERISTICAS DE LOS LENGUAJES
DE SIMULACION

Los lenguajes de simulacién que actualmente existen en el merca-
do, tienen una serie de caracteristicas propias que los diferencian de los
demas. Entre estas caracteristicas se pueden mencionar las siguientes:

a)

b}

El procedimiento utilizado para generar nimeros aleatorios
uniformes.

Los procedimientos 0 métodos utilizados para generar las va-
riables aleatorias no-uniformes mas conocidas y mas usadas.
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La forma de adelantar el “reloj de la simulacion™, la cual
puede ser: 1) Incrementos a tiempo fijo, o 2) Incrementos al
priximo evento.

El andlisis estadistico de los resultados de la simulacion,

El formato en que los resultados de la simulacién son presen-
tados.

La forma en que las inconsistencias y errores de logica es re-
portada.

El lenguaje en el cual el paguete esta escrito, el cual puede
ser: Fortran, Algol, PL/l, Asembler, etc.

Los diferentes tipos de computadoras cuyo compilador es
compatible con el del paquete en cuestitn.

A continuacion, se presentan las caracteristicas principales de los

lenguajes de simulacién mas usados.

GPSS (General Purpose Simulation System)

Persona que lo desarrollo: Geoffrey Gordon
Versiones méas conocidas: GPSS I, GPSS 11,
GPSS I11, GPSS/360, GPSS V.,
Lenguaje del paguete: Asembler
Reloj de la simulacién: Incrementos al préximo
evento
Computadoras compatibles: Generalmente se adapta

a cualquier tipo de
computadora.

SIMSCRIPT (No tiene ningun significado)

Personas que lo H. M. Markowitz, H. W,

desarrollaron: Karr y B. Hausner.

Versicnes més conocidas: Simscript [, Simscript 1.5,
Simscript 11, Simscript 11.5,
C-Simscript.

Lenguaje del paquete: Fortran las primeras
versiones, Asembler las
ultimas.

Reloj de la simulaciém: Incrementos al préximo

evento para el caso discreto, e
incrementos a tiempo fijo para el
caso continuo (C-Simscript).

Computadoras compatibles: CDC 6000/7000, univac

1100, IBM 360/370, Honeywell
6006000,
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GASP (General Activity Simulation Program)

Personas que lo
desarrollaron:

Versiones mas conocidas:
Lenguaje del paquete:
Reloj de la simulacion:

Computadoras compatibles:

P. J. Kiviat v

A Colher

GASP 11, GASP IV, GASP-PLUS
Fortran, PL/I.

Incrementos al proximo

evento para el caso discreto, e
incrementos a tiempo fijo para el
caso continuo (GASP IV vy
PLUSJ.

Cualquier computadora con
compilador de Fortran

o PL/1.

SLAM (Simulation Language for Alternative Modeling)

Personas que lo
desarrollaron:
Versiones méas conocidas:

Lenguaje del paquete:
Reloj de la simulacion:

Computadoras compatibles:

A.Alam B. Pritsker v
Asociados

SLAM fue el resultado de la
fusién de varios lenguajes
como GASP IV vy QGERT.
Fortran 1V.

Incrementos al préximo
evento para el caso discreto, e
incrementos a tiempo fijo para el
caso continuo,

Cualquier computadora con
compilador de Fortran

Cualesquiera de estos lenguajes tienen sus propias ventajas y desven-
tajas ¥ no se puede decir gque un lenguaje es mejor que otro. Generalmen-
te, entre més fécil de aprender y de usar sea un lenguaje, menor sera su
flexibilidad v su eficiencia. Por consiguiente, decidir qué lenguaje utilizar
en una aplicacion especifiea, no es una tarea ficil de realizar.

1.3. FACTORES A CONSIDERAR EN LA
SELECCION DE UN LENGUAJE

La selecciém de un lenguaje de simulacion generalmente esta supe-
ditada al tipo de computadora que se tiene disponible, es decir, en la
mayoria de las veces ya se cuenta con cierta configuracion de hardwa-
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re. Por consiguiente, conociendo la computadora que se va a usar, los
factores a considerar en la seleccion del lenguaje serian:

a) Los manuales disponibles. Es muy importante considerar la
facilidad de entender e interpretar los manuales disponibles,

b) Compilador del lenguaje. Es necesario investigar la compati-
bilidad del compilador del lenguaje con la computadora dispo-
nible,

¢} La documentacién y diagnostico de errores, Es conveniente
analizar la forma en que el lenguaje reporta las inconsisten-
cias v los errores de logica.

d) La eficiencia. Uno de los factores principales a considerar en
la seleccidn de un lenguaje es su eficiencia de operacion.
Dentro de la eficiencia se considera el tiempo de organizar,
programar, compilar y ejecutar,

¢) Los costos involucrados. Entre los costos que origina la ad-
guisicidén de un paquete se pueden mencionar: El costo de ins-
talacién, el costo de mantenimiento y actualizacién del soft-
ware v el costo de operacion.

fi Conocimiento del lenguaje. Otro factor importante a conside-
rar en la seleccion del lenguaje, es el conocimiento v dominio
que de éste tengan las personas o analistas encargados de rea-
lizar los estudios de simulacion,

g) Justificacion econdémica. Finalmente, y el mas importante de to-
dos, es la justificacion econdmica del lenguaje de simulacion. A
este respecto, es conveniente sefialar que la adquisicién de un
paquete se debe de considerar como un provecto de inversion,
donde los beneficios que se derivan de tal adquisicién, deben de
compensar la inversion y los gastos gue origina.

7.4, CLASIFICACION DE LOS LENGUAJES
DE SIMULACION

L.os modelos de simulacién se clasifican en dos categorias: 1) Mo-
delos de simulacién continua y 2) Modelos de simulaciéon discreta. Los
modelos de simulacion continua, generalmente son apropiados cuando
el analista considera al sistema bajo estudio, como un flujo continuo de
informacion, En simulacién continua, generalmente el reloj de simula-
cion se incrementa a intervalos fijos de tiempo. Por otra parte, en mo-
delos de simulacién discreta, al analista le interesa lo que le sucede a
entidades individuales del sistema. Por consiguiente, el reloj de la si-
mulacién en simulacion discreta, se incrementa cada vez que ocurre un
evento.
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Los modelos de simulacion discreta pueden desarrollarse a través
de tres enfoques: 1) Enfoque de eventos, 2) Enfogue de actividades y 3]
Enfoque de procesos. Un evento se define como un cambio en el estado de
una entidad del sistema. Una actividad es una coleccién de operaciones
que transforman el estado de una entidad. Un proceso es una secuencia
de eventos que ocurren en un tiempo determinado. Una explicacion
gréfica de estos conceptos aparece en la figura 7.1.

Procesg

|
|
\

|

I |
| !
| f 1
I ! I
Actividad 2 ——————
I I H
I
i __‘-"’J:\_ " i
| f 1 I '
‘ 1 i I
I b —nmm e e Actividad 1 -—l-: :
I
! ! i I 1
| Ir ! : i
i 1 i
Evento 1 Ewvento 2 Ewvento 3 Evento 4 Evento 5
arribo empieza el empieza ol Lorming el terming el
sErvicio servicio sirvicio servicio

Figura 7.1 Eventos, actividades y procesos.

Ademas de los tres enfoques anteriores, algunos autores hacen una
diferenciacion entre lenguajes con orientacion simbélica (GPSS) vy len-
guajes con orientaciéon de estatutos de programacion. Los primeros
son més faciles de aprender, pero los segundos son més flexibles. La fi-
gura 7.2, muestra una clasificacion de los lenguajes de simulacién. En
esta figura se puede apreciar que los lenguajes simbolicos a pesar de
tener un enfoque’de procesos en su disefio, se consideran como una
cuarta categoria para diferenciarlos de los lenguajes de orientacién de
estatutos de programacion.

Finalmente, vale la pena mencionar que recientemente se han esta-
do desarrollando lenguajes que permiten el andlisis y evaluacion de
modeles discretos v modelos continuos. GASP 1V v C-SIMSCRIPT
fueron los primeros lenguajes de este tipc que se desarrollaron, aungue
recientemente esta disponible un nuevo lenguaje de este tipo llamado
SLAM. Estos lenguajes permiten al analista modelar sistemas discre-
tos, sistemas continuos v sistemas donde algunas entidades se com-
portan en forma discreta y otras en forma continua,
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Lenguajes de
simnulacién

' . I.

Lenguajes para Lenguajes para Lenguajes para
gimulacion simulaciin simulscidn
continua continua ¥ distreta
dliscrets
GASP IV
C - SIMSCRIPT
SLAM
l l l | l
e e Enfoque de Enfoque de Enfoque de
Frentos actividades procesos simbalos

GASP I
SIMSCRIPT FORSIM - 1V SIMULA GPSS
i

Figura 7.2 Clasificacion de los lenguajes de simulacion

1.5. INTRODUCCION AL GPSS

Como se ha mencionado en parrafos anteriores, existen actualmen-
te en el mercado una gran cantidad de paquetes de simulacitn. Sin em-
bargo, el paquete GPSS es sin duda uno de los més conocidos v usados
en empresas e instituciones educativas.* Por esta razdn, en esta sec-
cidn se tratara de describir a través de una serie de ejemplos, las poten-
cialidades y los diferentes campos de aplicacién en los cuales se puede
aplicar este payuete (version GPSS-V). Obviamente esta presentacion
no incluye toda la gama de aplicaciones que se le pueden dar a este pa-
guete, Para tener una concepcion mas amplia del GPSS, se puede re-
currir al libro “Simulation Using GPSS" cuvo autor es Thomas J.
Schriber.

Actualmente en el ITESM se estd utilizando la versibn GPSSV.
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La caracteristica principal del paquete GPSS es utilizar bloques
{simbolos) para representar las actividades que ocurren en la simula-
cién de un sistema. Estos bloques se unen con lineas para indicar la se-
cuencia en la cual se deben de realizar las actividades. Cuando varias activi-
dades se pueden realizar al momento de terminar otra actividad, entonces,
del blogue que representa a esta ultima actividad, saldrén tantas lineas
como actividades se puedan realizar.

El uso de bloques para describir la simulacién de un sistema a tra-
ves de GPSS, implica conocer v entender el significado de cada uno de
los blogues (en GPSS existen 48 bloques diferentes para representar
actividades). Conociendo adecuadamente el significado de cada blogue,
es posible simular un sistema en una forma extremadamente sencilla,
cosa que seria significativamente compleja si se utilizara un lenguaje
de proposito general como FORTRAN. También, vale la pena senalar
que debido a la gran cantidad de bloques que existen, es posible que un
mismo sistema se pueda simular (obteniendo los mismos resultados)
utilizando diferentes bloques.

Ejemplo 7. Pelugueria con tiempo entre llegadas y tiempo de seruvi-
cio uniformemente distribuido.

Dos tipos de clientes llegan a la peluqueria ‘“Parisien’’. Los clientes
del primer tipo solamente se cortan el pelo. Su distribucién del tiempo
entre llegadas es uniforme entre 15 y 35 minutos. Los clientes del se-
gundo tipo se cortan el pelo y se rasuran. Su distribucién del tiempo
entre llegadas es uniforme entre 50 y 80 minutos. La prioridad en el
servicio es primeras entradas—primeras salidas. Si se tiene un solo ser-
vidor con un tiempo de servicio uniformemente distribuido entre 11 y
19 minutos para un corte de pelo y un tiempo de servicio uniformemen-
te distribuido entre 6 y 10 minutos para una rasurada, simule la salida
de 1000 clientes.

Para simular este sistema usando GPSS, es necesario primero
describir los bloques que se utilizan para representar la llegada al siste-
ma y la iniciacién y terminacién del servicio. La llegada al sistema se
representa con el siguiente bloque:

C,D,E ' GENERATE

donde:

o
4
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=
o
M
-
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4
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I
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e
0

Campo A = Tiempo prom
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Campo B = Desviacion con respecto a la media. Por ejemplo
si el tiempo entre llegadas es uniforme entre 10 v
18 minutos, entonces, A = 14 vy B = 4.

Campo C = Especifica el tiempo de ocurrencia de la primera
transaccion,

Campo D = Especifica el limite de transacciones que pueden
ocurrir en el bloque GENERATE.

Campo E = Especifica la prioridad de las transacciones al mo-
mento de generarse,

Para representar la llegada v salida de una facilidad de servicio (1
servidor), los blogues que se utilizan son:

A BEIEE

A RELEASE

Donde el campo A representa la facilidad de servicio que se esta utili-
zando. Lo anterior significa que en un sistema puede haber varias facili-
dades de servicio vy a cada una de ellas es necesario identificarla con un
nombre o un nimero. El primer bloque SEIZE indica que se inicia la
entrada a la facilidad de servicio A v el blogue RELEASE representa
la salida de dicha facilidad.

El tiempo de servicio se representa mediante el siguiente blogue:

A, B ADVANCE

donde:

Campo A = Tiempo promedio de servicio,
Campo B = Desviaciin con respecto a la media

Finalmente, para llevar un conteo de la cantidad de transacciones
(clientes) que han pasado por el sistema, se utiliza el blogue:
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donde el campo A representa la cantidad que tiene que incrementar el
contador de la cantidad de transacciones que pasan por el sistema. Por
ejemplo, si A = 1 significa que cada vez que termine una transaccion
(un cliente servido), el contador se incrementa en 1. Por otra parte, el
valor de A también puede ser cero, con lo cual se indica que al terminar-
se esa transaccion el contador no se incrementa.

Conociendo el significado de estos blogues, la codificacién de este
problema es como se muestra en la figura 7.1. La cclumna 1 con un ¥,
representa una tarjeta de comentarios. Las columnas 2 a 6, las cuales
definen el campo de localizacion, se utilizan para hacer referencia a un
blogue determinado.

De la columna 8 a la 18 se utiliza para poner el nombre del bloque.
Empezando en la columna 19, se especifican los campos de cada uno de
los bloques (A, B, C, D, E, etc.). Los valores de estos campos se deben
de separar por comas. Si por equivocacion existe un blanco entre los va-
lores de los campos, entonces, lo que esta a la derecha del primer blanco
se considera como comentario. El significado deos campos como se

“explicé previamente, depende del tipo de bloque considerado.

Las ultimas lineas de la codificacion:

START 10, NP
RESET
START 1000

son estatutos de control. La primer linea indica que la informacion obtenida
de los primeros 10 clientes que salen del sistema sera eliminada. La segun-
da linea borra la informacion de los primeros 10 clientes que salen del sis-
tema y deja al sistema listo para empezar a colectar informacién a partir
del cliente 11 que entra al sistema. Esta opcion del paquete elimina los
efectos indeseables de los resultados que se obtienen de un sistema en es-
tado transiente. La tltima linea indica que la simulacién se parara hasta
que se haya simulado la salida de 1000 clientes.

Cuando la simulacién ha sido terminada, el programa imprime auto-
méticamente una serie de reportes. Estos reportes* aparecen en la figu-

* No se incluy6 en la figura 7.2 la codificacion del programa, la cual es la primera parte
que imprime el programa de simulacién,

FRPEV—

PRSEETST—




Localizacibén Operacién ABCDEF
1 U'f 8 18 19 37
PELUQUERIA “PARISIEN"

*

*
|
i Generate 25, 10 Llegadas ler. tipo
| de cliente
Seize 1 Se inicia el servicio
\ Advance 15, 4 Servicio corte de pelo
| 5 Release 1 Se termina el servicio
|1 Terminate | 1 Se incrementa contador
na Generate | 65,15 Llegadas 2do. tipo
1, de cliente
Seize A Se inicia el servicio
t Advance 8.2 Servicio rasura
Advance 15, 4 Servicio corte de pelo
Release il Se termina el servicio
Terminate 1
Start 10, NP Elimina estado transiente
Reset
Start 1000 Salida de 1000 clientes
End

Figura 7.1 Codificacion del sistema de colas de la peluqueria “PARISIEN"

ra 7.2. La primera linea de la figura 7.2 representa el tiempo que se toma
simular la salida de un cierto numero de clientes. Especificamente,
ABSOLUTE CLOCK indica en este caso el tiempo que se requiere para
simular la salida de 1000 clientes y RELATIVE CLOCK indica el tiem-
po que se requiere para simular la salida de los tltimos 990 clientes. En
seguida, se muestra en el reporte, las transacciones (clientes) que
ocurrieron en cada uno de los bloques. Por ejemplo, el blogue 6 indica

que por la peluqueria pasaron 667 clientes que solainente se cortaron el
pelo, y el bloque 14 indica que por la peluqueria pasaron 333 clientes que
se cortaron el pelo y se rasuraron.

Finalmente, en la figura 7.2. se muestran las estadisticas e informa-
cion que el programa determina de la estacion de servicio (FACILITY).
Para este caso particular, en la FACILITY 1 (pelugueria) entraron 1000
clientes (667 de un tipo y 333 de otro tipo). El tiempo promedio de servicio
para los 1000 clientes fue de 17,624 minutos y el servidor estuvo ocu-
pado el 81% de su tiempo disponible.

En la simulacion anterior, se supone que <i un cliente es generado
para entrar al sistema cuando el servicio esta ocupado ya no se genera
Ja llegada de mas clientes hasta que el servidor se desocupe. Sin embar-
g0, es mas realista suponer que cuando un cliente arriba a la pelugueria
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RELATIVE CLOCK 21748 ABSOLUTE CLOCK 21989
BLOCK COUNTS
BLOCK CURRENT TOTAL BLOCK CURRENT TOTAL
i 0 666 8 0 333
2 0 667 9 0 333
3 0 667 10 0 333
4 0 667 11 0 333
5 0 667 12 0 333
6 0 667 13 O 333
7 0 333 14 0 333
FACILITIES
Average utilization during
Number Average Total Avail Unavail Current Percent
Facility entries time/tran time time time status availability

1 1000 17.624  0.810 100.0

Figura 7.2 Resultados obtenidos en la simulacion de la peluqueria.

y encuentra al servidor ocupado, éste entrara a formar parte de una co-
la antes de ser servido. Para representar la formacién de una cola en
GPSS se utilizan los siguientes bloques:

B QUEUE

B Q DEPART

Campo A Numero o nombre de la cola.
Campo B = La cantidad en que se incrementa o disminuye
el contenido de la cola.

donde:

I

Esto significa que en un sistema pueden existir varias colas y a cada
una de ellas es necesario identificarlas con un nombre o un numero. El
primer bloque QUEUE incrementa el contenido de la cola A en B uni-
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dades. Si el valor de B se deja en blanco, entonces, se asume un valor
para B de 1. El segundo bloque DEPART reduce el contenido de la cola
A en B unidades. También, el primer bloque asegura que en los resulta-
dos de la simulacién aparezca informacion concerniente al comporta-
miento de la cola que se formo en el sistema.

Por otra parte, también es deseable medir la cantidad de tiempo
que se toma una transaccion en recorrer el sistema o parte del sistema.
Para obtener informacion de este tipo, los blogues que se utilizan son

los siguientes:
( i A '  MARCK
f:—' TABULATE

donde el campo A identifica el numero de la tabla donde aparece la
informacién que se desea obtener. El primer bloque MARK indica a
partir de qué instante se empieza a contabilizar el tiempo. El segundo
bloque TABULATE resta del tiempo de arribo a este bloque, el tiempo
registrado por el bloque MARK. A este tiempo se le llama tiempo de
transito y se le representa como M1. Si una transaccién arriba al blo-
que TABULATE sin haber pasado por el bloque MARK, el tiempo de
transito M1 se determina usando como base el tiempo en que la tran-
saccion fue creada, es decir, el tiempo de transito de una transaccién
puede ser considerado como el tiempo que la transaccién ha permaneci-
do en el sistema.

Si se introducen estas ultimas consideraciones en el ejemplo pre-
sentado, esto es, si se considera que existe una cola en la peluqueria, y
si ademas se determina el tiempo promedio que cada tipo de cliente
permanece en la peluqueria, la codificacién del problema seria como
aparece en la figura 7.3. De acuerdo a esta codificacion, se obtienen los
resultados que se muestran en la figura 7.4. En esta figura se puede ob-
servar al compararla con la figura 7.2, que los resultados obtenidos no
son los mismos. Lo anterior es obvio, puesto que el bloque QUEUE ori-
gina un comportamiento diferente en el programa de simulacién.
Especificamente, en la figura 7.4 se puede apreciar que por €] sistema

asaron 723 clientes del primer tipo y 277 del segundo tipo. También,
en esta figura se puede apreciar (ver FACILITIES) que el tiempo pro-
medio de servicio sin tomar en cuenta el tipo de cliente es de 17.232 mi-
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Generate
Queue
Seize
Depart
Advance
Release
Tabulate

— Terminate

Generate
Mark
Queue
Seize
Depart
Advance
Advance
Release
Tabulate

—Terminate

1
2

Table*
Table
Start
Reset
Start
End
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65, 15
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1
M1,5,10,25
M1,5,10,25
10, NP

1000

Llegadas primer tipo de cliente

Entrada a la cola 1 -
Se inicia el servicio -
Salida de la cola 1
Servicio corte de pelo
Se termina el servicio
Tiempo en el sist. del 1

er. tipo de cliente.

Se incrementa contador
Llegada segundo tipo de cliente

Entrada a la cola 1

Se inicia el servicio
Salida de la cola 1 -
Servicio rasura
Servicio corte de pelo
Se termina el servicio -
Tiempo en el sist. del 2

do. tipo de cliente

Se incrementa el contador
Histograma de frecuencias
Histograma de frecuencias
Elimina estado transiente

Salida de 1000 clientes

Figura 7.3 Codificacién del sistema de colas al introducir los blo-
ques queue, dpart, mark y tabulate.

nutos. Ademas, en esta ocasion el servidor se encuentra ocupado un

95% de su tiempo disponible.
Por otra parte, la informacion que se obtiene de la cola que se for-

ma en la peluqueria es la siguiente: E
6, el numero promedio de clientes en la cola fue
egaron al sistema sin pasar por la cola, el tiempo promedio en

tes que ll
& minutos, el tiempo promedio en la cola quitando

la cola fue de 19.97
los 152 clientes que no esperaron fue de 23.552 minutos

el 1.

simulacién qued6 un cliente en la cola.
Finalmente, en la figura 7.4 se muestran los histogramas de los

tiempos de permanencia en la peluqu
de servicio)
figura, el pri

1 contenido maximo de la cola fue

109, hubo 152 clien-

y al terminar la

eria (tiempo en la cola mas tiempo
de los dos tipos de clientes. Como se puede observar en esta
mer tipo de cliente permanece en el sistema un tiempo pro-

medio de 36.116 minutos y el segundo tipo de cliente permanece 40.169
minutos. '

* El campo B de TABLE indicu el limite inferior del primer intervalo, el campo C indica

el tamano del intervalo y el campo

D

indica el numero de inte

rvalos.
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RELATIVE CLOCK 18015 ABSOLUTE CLOCK 18240

BLOK COUNTS

BLOK  CURRENT TOTAL BLOCK CURRENT TOTAL
1 0 722 10 0 278
2 0 722 i1 0 277
3 ] 723 12 ] 277
4 0 T23 13 0 277
5 0 T23 14 0 277
6 0 T23 15 0 277
7 0 123 16 0 277
8 0 723 17 0 277
9 0 278 18 0 277

FACILITIES

Average utilization during

Number Average Total Avall TUnavail Current Percent
Facility entries time/tran time time  time status  availability

1 1000 17.232 0.95 100.0

QUEUES

Maximum Average Total Zero Percent Average 8§ Average Current
Queue content content entries entries zeros  Ltime/tran time'tran  content

1 6 LOo1g 1001 152 15,1 19976  23.552 1

§ Average time/tran = average time/tran excluding zero entries

Figura 7.4 Resuitados obtenidos de la simulacion de la peluqueria al introducir
los bloques queue, depart, mark y tabulate.
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Ejemplo 7.2. Centro Electrénico de Cdleulo.

Al salén de terminales del Centro Electronico de Célculo del ITESM,
arriban estudiantes de acuerdo a una distribucién uniforme entre 2 v 8
minutos. En el salon existen 10 terminales. El tiempo promedio que un es-
tudiante usa la terminal, esta uniformemente distribuido entre 40 y 80 mi-
nutos. Si al llegar al salén de terminales el esudiante las encuentra todas
ocupadas, entonces, existe un 50% de probahilidad de que el estudiante
regrese después de 5 minutos (suponga que en esos 5 minutos el estudian-
te va a la cafeteria a comprar golosinas y refrescos). ;jDetermine al mo-
mento de gque 1000 estudiantes hayan pasado por el salén de terminales,
la cantidad de estudiantes que al llegar al sistema encontraron todas las
terminales ocupadas v no regresaron?

Para simular este problema se requiere utilizar nuevos blogues.
Por ejemplo, es necesario conocer qué bloues utilizar para representar
a una facilidad de servicio con muchos servidores* (cada terminal es un
servidor con un tiempo de servicio uniforme ente 40 y 80 minutos).
También, se requiere conocer el blogque que representa las transferen-
cias condicionales e incondicionales que ocurren en el sistema. Para el
primer caso, los blogues que se utilizan son los siguientes:

A ENTER

A LEAVE

donde:

A = Representa el nombre o el nimero que se le da a la facilidad de
servicio (STORAGE).

B = Representa lacantidad de servidores que seocupan odesocupan ala
vez, al llegar o abandonar el sistema una determinada transaccion.

Esto mg'.ruﬁ-:a que en un sistema pueden existir varias facilidades de servi-
cio con varios servidores y a cada una de ellas es necesario identificarlas
con un nombre o un mimero. El primer bloque ENTER indica que se ini-

*Cuando se tiene un solo servidor se deben utilizar los blogues SEIZE y RELEASE.
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cia la entrada a la facilidad de servicio STORAGE A y el bloque LEAVE
representa la salida de dicha facilidad.

Por otra parte, para representar las transferencias condicionales e in-
condicionales que ocurren en un sistema, se utiliza el siguiente blogue:

TRANSFER

Este bloque puede ser codificado de las siguientes formas:

TRANSFER .3, ETI1, ETI 2
TRANSFER BOTH,, ETI1
TRANSFER L ETI 2

El primer caso indica que la probabilidad de ir al blogue con etiqueta
ETI 1 es de 0.70. El complemento es la probabilidad de ir al blogque con
etiqueta ETI 2. El segundo caso indica que la transaccién continia en
el siguiente bloque cada vez que esto sea posible, vy continia en el blo-
que con etigqueta ETI 1 cuando no sea posible. Si no es posible conti-
nuar en ninguno de los blogues, entonces, la transaccion espera hasta
que sea posible continuar en alguno de los blogues, dandole preferencia
al siguiente blogue. El hltimo caso indica una transferencia incondi-
cional al bloque con etiqueta ETI 1.

Utilizando estos ultimos bloques, la codificacién de este problema
es como se muestra en la figura 7.5. Note que en esta Gltima codifica-
cidn se ha introducido otro estatuto de control llamado STORAGE. En
el campo de localizacidén de este estatuto se identifica al STORAGE y
en el campo A del estatuto se indica la capacidad del STORAGE. De
acuerdo a esta codificacion, se obtienen los resultados que se muestran
en la figura 7.6. En esta figura se puede observar que cuando hayan pa-
sado estudiantes por el C.E.C., 290 estudiantes que encontraron ocupa-
das las terminales al llegar, ya no regresan. También, se puede apreciar
que 280 estudiantes que encontraron al llegar a todas las terminales
ocupadas, si regresaron.

Por otra parte, la informacitn que se obtiene con respecto al salon
de terminales es la siguiente: El promedio de terminales ocupadas es
9.252, la cantidad de estudiantes que entraron al salén fue de 1009, el
tiempo promedio de utilizacion de las terminales fue de 59.311 minu-
tos, el porcentaje de utilizacion de las terminales es de 92.5%, actual-
mente existen 9 estudiantes trabajando en las terminales y la cantidad
méaxima de estudiantes gque hubo en el salon fue de 10.

Por dltimo, la figura 7.6 muestra el histograma de frecuencia del
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(Generate 5,3 Llegadas al C.E.C.
OTR  Transfer Both., LLE Ver si hay terminales disponibles
Enter 1 Entrar al salon
Advance 60, 20 Ocupar la terminal
Leave 1 Salir del salén
Tabulate 1 Tiempo en las terminales
Terminate 1 Se incrementa contador
LLE Transfer 5,6 REJ 50% regresa de nuevo
Seize 1 Entra a la cafeteria
Advance 5 Compra golosinas
Release 1 Sale de la cafeteria
Transfer JOTR Regresa al C.E.C.
REJ Terminate Abandonan el C.E.C.
1 Storage* 10 Salén con 10 terminales
1 Table M1,40,5,50 Histograma del tiempo en el C.E.C.
Start 10, NP Elimina estado transiente
Heset
Start 1000 Salida de 1000 clientes
End

FIGURA 7.5 Codificaciéon del problema del centro electrénico de calculo.

tiempo de permanencia en el salén de terminales. Como se puede obser-
var en esta figura, el tiempo promedio que un estudiante se pasa en el
salén de terminales es de 61.047 minutos.

Ejemplo 7.3. Peluqueria con tiempo entre llegadas v tiempo de servicio
exponenciales.

Para el ejemplo 7.1, suponga que el tiempo entre llegadas de los
dos tipos de clientes es exponencial con media de 65 minutos para el
primer tipo de cliente v con media de 75 minutos para el segundo tipo
de cliente. También, en este mismo ejemplo piense que el tiempo de ser-
vicio es exponencial con media de 15 minutos para un corte de pelo y 7
minutos para una rasurada. Por Gltimo, imagine que en la pelugueria
solamente existen 3 lugares disponibles para esperar el servicio.

Para resolver este problema, es necesario introducir una serie de
conceptos nuevos., Por ejemplo, se requiere conocer la forma de repre-
sentar dentro del programa una funcion determinada, asi como tam-
bién la forma de simular el tiempo entre llegadas y el tiempo de servicio
de una funcidn exponencial.

En GPSS es posible incluir dentro del programa una serie de fun-
ciones. Cada funcidn se define por medio de parejas coordenadas (X, Y)

*“1 STORAGE 10" indica que el salon de terminales al cual se le designd con el nimero
1. tiene una capacidad de 10 terminales (10 servidores).
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Las funciones que se manejan pueden ser continuas o discretas, Sin
embargo, puesto que en GPSS las funciones de definen por medio de pa-
rejas coordenadas, entonces, cada vez gue se trabaja con funciones
continuas, se interpola linealmente entre las parejas coordenadas
correspondientes. Lo anterior significa que habrid menos error entre
mas cercanos estén los puntos que definen la funcion continua. Por otra
parte, no existe ninguna restriceion con respecto a los valores de X y Y,
a excepeion de X que en algunas ocasiones representa a un nimero uni-
forme entre 0 v 1, Finalmente, conviene sefialar que si se referencia a
un valor de X menor que el mas pequefio de las parejas coordenadas
que definen la funciom ( (X, Y,), (X, Yih.... (X., Y.} ), entonces, el valor
de Y gue resulta es Y, v si se referencia un valor de X mayor que X, en-
tonces se obtiene para Y un valor de Y..

Para hacer referencia a una funcion, se utiliza el siguiente estatuto
de control:

ETI FUNCTION A, B
donde:

ETI = Etiqueta en el campo de localizacion que identifica a la
funcién.

Campo A = Variable independiente que puede ser un gobernador de
nimeros uniformes o cualquier otro parametro
Campo B = Identifica si la funci6n que se estd usando continua o

discreta. Por ejemplo, C, representa a una funcién conti-
nua que estd definida por n parejas coordenadas v I,
representa a una funcion discreta que esta definida por n
parejas coordenadas.

Inmediatamente después del estatuto de control que hace referencia a
la funcién, se alimentan las parejas coordenadas que se seleccionaron
para definir la funcion. Estas parejas se alimentan a partir de la colum-
na 1, separando con comas los valores de X de los valures de Y, y sepa-
rando con una diagonal las parejas coordenadas. También, conviene
aclarar que los valores alimentados de (X, Y) no se deben pasar de la co-
lumna 71.

Puesto que el ejemplo que estéd analizando, la distribucion del tiem-
po entre llegadas vy el tiempo de servicio es exponencial, entonces, de
acuerdo a la teoria presentada en el capitulo 4 (Método de la transfor-
mada inversa), las parejas coordenadas que se deben alimentar corres-
ponden a la siguiente funcion:

Y= —=Lni{l - R}
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es decir, el valor de X se obtiene por medio de un generador de niimeros
rectangulares* y el valor de Y de acuerdo a la expresion anterior. Cono-
ciendo la media de la distribucién exponencial y el valor de Y, entonces,
es posible obtener un valor simulado de esa distribucitn, esto es:
Valor simulado de ( Medida de disr..) ( )
dist. exponencial exponencial Y
este procedimiento es muy recomendable puesto que de esta forma
distribuciones exponenciales con diferentes medias pueden ser simula-
das dentro del mismo programa.

Por otra parte, para simular el tiempo entre llegadas y el tiempo de
servicio, es necesario introducir una variante de los bloques GENERATE
y ADVANCE. Para utilizar estos bloques con distribuciones exponen-
ciales, el campo A de estos blogques representa la media de la distribucion
y el campo B hace referencia a la funcion Ln (1-R). Conociendo la media y
un valor simulado de Y, es posible obtener un valor simulado para el
tiempo entre llegadas o el tiempo de servicio.

Utilizando estos Gltimos conceptos, la codificacion de este problema
es como se muestra en la figura 7.7. De acuerdo a esta codificacion, se
obtienen los resultados que se muestran en la figura 7.8, En esta figura
se puede apreciar que por el sistema pasaron 537 clientes del primer tipo
y 463 clientes del segundo tipo. También en esta figura se
puede observar que hubo 63 clientes que no encontraron espacio dispo-
nible al momento de arribar a la peluqueria. Por otra parte, el tiempo
promedio de servicio (ver FACILITIES) sin tomar en cuenta al tipo de
cliente es de 17.708 minutos. Ademas, en esta ocasion el servidor se en-
cuentra ocupado en 49.5% de su tiempo disponible.

Con respecto a la sala de espera, la informacién obtenida es la si-
guiente: el contenido promedio es de 0.763, al salon de espera entraron
1000 clientes, el tiempo promedio de ocupacion de un lugar de la sala
de espera fue de 27.305 minutos, la ocupacion promedio de un lugar de
la sala de espera fue de 25.4% v la cantidad maxima de clientes que hu-
bo en el salon de espera fue de 3.

Finalmente, en la figura 7.8 se muestran los histogramas de los
tiempos de permanencia en la pelugueria de los dos tipos de clientes.
Como se puede observar en esta figura, el primer tipo de cliente perma-

nece en el sistema un tiempo promedio de 24.247 minutos y el segundo
tipo de cliente permanece 30.85 minutos.

*Un generador de nuineros rectangulares se presenta como RN_ donde n indica el ni-
mero del generador que se estd utilizando.
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0.0,0.0¢/0.1,0.104/0.2,0.222/0.3,0.355/0.4,0.509/0.5,0.69
0.6,0.915/0.7,1.2/0.75,1.38/0.8,1.6/0.84,1.83/0.88,2.12
0.9,2.3/0.92,2.52/0.94,2.81/0.95,2.99/0.96,3.2/0.97 3.5
0.98,3.9/0.99.4.6/0.995,5.3/0.998,6.2/0.999,7/0.9997 .8

Away

Generate
Transfer
Enter
Seize
Advance
Release
Tabulate
Leave
Terminate
Generate
Transfer
Enter
Seize
Advance
Advance
Release
Tabulate
Leave
Terminate
Terminate
Storage
Table
Table
Start
Heset
Start

End

65, FN1
Both, Away
1

1

15, FN1

1

1

1

1

76, FN1
Both,, Away
1

1

7, FN1

15, FN1

1

2
1
1
3
M1,5,10,20

M1,5,10,20
10, NP

1000

Llegadas del ler. tipo de cliente
Ver si hay lugar disponible

Entra a la sala de espera

Se inicia el servicio

Corte de pelo

Se termina el servicio

Tiempo en el sis. del ler. tipo de clienie
[Deja un espacio en la sala de espera
Se incrementa contador

Llegada del 2do. tipo de cliente

Ver =i hay lugar disponible

Entra a la sala de espera

Se inicia el servicio

Servicio de rasura

Corte de pelo

Se termina el servicio

Tiempo en el sist. 2do. tipo de cliente
Dleja un espacio en la sala de espera
Se incrementa contador

Los que no encuentran lugar

Tres lugares para esperar
Histograma de frecuencias
Histograma de frecuencias

Elimina estado transiente

Salida de 1000 clientes

Figura 1.7 Codificacién del ejemplo 7.3 al considerar tiempo entre llegadas v
tiempo de servicio exponencial.
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PROBLEMAS

7.1

7.2

7.3

7.4,
1.9,
7.6.

7.7.
7.8.
7.9.
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Cierta maquina produce partes a una razén de 1 pieza cada
15 minutos, El tiempo requerido para inspeccionar estas
piezas sigue una distribucion uniforme entre 8 y 14 minu-
tos. El inspector que examina las piezas aproximadamente
acepta el 90% de las piezas examinadas. Sin embargo, si
una pieza es rechazada, ésta pasa a ser reprocesada. El
tiempo de reproceso sigue una distribucién uniforme entre
10 y 18 minutos. Si se simula la inspeccién de 1000 piezas,
. Cual es el tiempo promedio que una pieza permanece en el
sistema?

Los estudiantes del ITESM llegan a la copiadora xerox de la
biblioteca a una razén de uno cada 10 + 15 minutos (distribu-
cién uniforme), El tiempo de servicio sigue una distribucién
uniforme entre 6 y 10 minutos. Sin embargo, si el estudiante
encuentra en la cola més de 10 personas esperando, él decide
dar un recorrido de 10 minutos por la biblicteca. Si se simula
el servicio de 1000 estudiantes, determine el contenido pro-
medio de la cola y el tiempo promedio de permanencia en el
sistema.,

Al comedor de estudiantes del ITESM llegan dos tipos de
clientes, El tiempo entre legadas de los dos tipos de clientes
es uniforme entre 5 y 11 minutos. El 65% de las personas que
llegan al comedor son profesores y el resto estudiantes, El
tiempo requerido para servir los alimentos a un profesar es
uniforme entre 2 y 6 minutos, y el tiempo de servicio para un
estudiante es uniforme entre 3 v 7 minutos. Si la capacidad
del comedor es de 200 personas, determine el tiempo prome-
dio que cada tipo de cliente permanece en el sistema, al mo-
mento de que hayan pasado por el comedor 2000 personas.
Resolver utilizando GPSS el problema 5.12.

Hesolver utilizande GPSS el problema 5.13.

Para el problema 5.14, determine mediante GPSS la canti-
dad de clientes que al llegar no encuentran lugar en el esta-
cionamiento, Resuelva este mismo problema suponiendo
que el estacionamiento tiene 4, 5, 7 v 8 lugares disponibles.
Resolver utilizando GPSS el problema 5.16.

Resolver utilizando GPSS el problema 5.17.

Los estudiantes del ITESM arriban a la biblioteca de acuer-
do a una distribucidén exponencial con media de 3 minutos.
La biblioteca consta de 4 pisos con capacidades de 250 para
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el primer piso, 225 para el segundo, 200 para el tercero y
180 para el cuarto. Cada estudiante inicialmente busca lu-
gar en el primer piso. Si este estudiante no localiza un lugar
disponible, pasa al segundo piso y asi sucesivamente. En
caso de que el estudiante no encuentre un lugar disponible,
abandona la biblioteca. Si el tiempo que cada estudiante
permanece en la biblioteca sigue una distribucion exponen-
cial con media de 40 minutos, determine al momento de
haber pasado 1000 estudiantes por la biblioteca, el tiempo
promedio que un estudiante pasa en el sistema.
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Apéndice A. Numeros aleatorios uniformes.

03991
38565
17546
J2643
69572

241322
61196
J0532
3788
48228

BEG18
T1299
27854
BORAL
33564

S0E99
TH038
55986
HT539
16818

J6TT
45305
59747
16620
68652

TH3TH
33521
508589
20054
59404

42614
34994
99385
66497
48509

15470
20094
14788
BOG30
44372

10461
25554
TATO4
52861
BATTT

66591
30231
21704
97509
63379

19161
23853
58809
00514
60780

THTH4
10267
66485
08823
BLA11

58300
07521
67277
69676
24376

95220
J666SH
49067
92409
12059

20297
41374
41600
BEG4E
23929

48355
QE9TT
(6533
45128
15486

93716
J2886
22052
95819
39510

27609
92962
10274
TH867
B5TA3

41290
05870
B2444
20247
48460

60R33
43529
BET22
94813
T4457

74910
61318
TEH03
11654
22852

(11559
ao823
66821
96277
43947

01918
70071
11133
78138
27482

BRG651
T4843
28597
T402Z2
65741

16894
59780
46215
06831
35905

06494
61773
12202
20717
47619

67312
01119
99005
B1759
865568

25983
96318
56736
313040
90561

64345
J1855
34513
99893
HHE66

G3Z6T
47641
41575
48257
S1080

28316
14736
07586
BE5HG
454TH

22596
93413
20405
B461T
14014

QE9I53
09958
15917
19640
85244

03152
22109
206
R2037
BT481

T1857
02784
04921
45197
15191

01291
38384
fifi 1 64
o4 155
T2B4H

19325
14413
39663
02181
BH448

10622
BoZio
49767
50816
43852

25163
65251
J6BL5
64397
4515

BATH]
14387
1321
T2472
05466

3584

48391
31704
04037
27616
29693

J18ED
07629
43625
11692
25624

GORTS
06345
02248
Q0008
55306

19162
36024
4458
54158
75051

BO365
B3TO9
J2960
19322
11220

417al
88492
30934
22888
78212

70014
37239
18637
05327
95086

43253
B0B54
S0088
ROES0
893128

72484

18711
16120
04235
28193

B2167
THa63
09070
04146
30552

35247
11724
13141
63742

11598

00023
0086T
T4284
34243
93029

Bd465d
42402
07 405
53845
B4T4T

57260
99382
47744
45893
16993

15021
33295
37509
H2lb2
(7946

24145
20279
TT074
1502
15464

HB2474
53342
22641
13574
29503

BGERT
44989
93399
hZle2
04737

18619
T4627
32392
TH464
62095

12302
76378
05041
46978
47665

J507H
Gl s
364053
HT620
07399

GEO80
14454
(17481
27499
45902

68971
18477
14707
B3745
16530

20368
41196
G669 1D
and52
THERd

B o — —

25593
44276
22820
17200
HEBEZT

55087
16822
45547
0286
21031

13674
T3
19763
22501
J6THT

BOTE3
41605
49807
35482

64382

33949
d4442
Hd2a2
2606
37408

05339
4504
Hi828
DET4R
91386

11403
65622
93997
22567
Jda61

07126
37480
31678
ad 131
68416



Apéndice B 155

Apéndice B. Distribucion normal.

z 00 01 02 A3 04 A5 06 .07 08 .09

0.0 0000 0040 0080 0120 0160 .0199 0239 0279 0319 .0359
0.1 0398 0438 0478 0517 .0557 .0596 .0636 .0675 0714 .0753
0.2 0793 .0832 0871 0910 .0948 0987 .1026 .1064 1103 .1141
0.3 1179 1217 1255 .1293 (1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 1664 .1581 1628 1664 1700 .1736 .1772 .1BOB .1844 1879

0.5 .1915 .1950 .19856 .2019 .2064 .208B8 .2123 .215% .2190 2224
0.6 .2257 2791 2334 .23RT .23B9 .2427 .2454 .248B6 2517 2549
0.7 .2580 .2611 .2642 2673 .2703 2734 .2764 .2794 JBIT 2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 3186 .3212 3238 .3264 .3289 3315 .3340 3365 .3389

1.0 .3413 3438 .3461 3485 3508 .3531 .3664 .8077 3509 3621
1.1 3643 3865 .3686 3708 3729 3749 A770 3790 3810 3830
1.2 3849 .3869 .3BB8 3907 .3925 .3944 3962 .3980 3997 .4015
1.3 4032 4049 4066 4082 4009 4115 4131 4147 4162 4177
1.4 4192 4207 4222 4236 .4256) 4265 4279 4292 4306 4319

L5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4429 4441
1.6 4452 4463 4474 4484 44895 45056 4515 4525 4535 4545
1.7 4554 4564 4573 .458% 4591 4599 4608 4616 4625 4633
1.B 4641 4649 4656 4664 4671 46878 4686 4693 4699 4706
1.9 4713 A4T19 4726 4732 4738 4744 4760 4AT56 4761 A4ATET

2.0 ATT72 ATTE 4783 ATER 4793 4T9R 4803 4BOB 4812 4817
2.1 4821 4826 4830 .4834 4838 .4B42 4846 4950 .4B54 4857
2.2 4BB1 .4B64 4BBR 4871 .487H .4RTR 4881 48R4 4887 4890
2.3 48093 4896 4808 4901 4904 40906 4909 4911 4913 4916
2.4 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 4936

2.5 4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 4949 4951 4952
2.6 4953 4955 49566 4957 4959 4960 4961 40962 4963 4964
2.7 4965 49668 4D6T 4968 4969 4970 4971 4972 49731 4974
2.8 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981
2.9 4981 4982 4082 49831 4984 4984 4985 4085 4086 4986

3.0 48987 4987 4BET 498R 48988 4980 4989  4UE9 40900 4890

S —— - . - . . - R - P e — ——



156 Apéndice C

Apéndice C. Distribucion +?

'}Q 0,995
1 0.004
) 0.01
8 0.07
4 021
] 041
[ {68
7 .99
B 1.34
f 1.73

1o 216

11 .60

12 307

14 357

14 4.07

15 4.60

16 B.14

17 5.70

18 6,26

19 6.84

M " 743

25 LL52

i 13,79

40 20.71

5 27.940

o a5.63

70 43.28

80 51.17

&0 59.20

100 67.33

0.990

(.00
.02
o1l
0.30
(.55

0.87
L4
L&5
208
2.56

3.05
357
d.11
4.66
5.23

%L1
G.41
7.01
7.63
8.26

11.52
14.95
2216
29.71
a7.44

45.44
o
B1.76
TOL06

0.975

.M+
(.0
0.22
048
.83

.24
1.69
2.18
.70
3.25

3.82
4.40
6.01
a.63
6.27

6.91
1.5
B.23
B.21
B.540

13.12
16.79
2440
2,96
40,44

48.76
a7.Lh
B5.85
T4.22

_=a;_ulim de libertad

0850 0500 0050 0.25
04+ 045 3.84 5032
0.10 1.99 599 7.98
0.35 237 781 .35
0.71 336 949 1114
1.15 435 1107 1283
1.64 535 1250 1445
217 645 1407 16.01
2.73 7.34 1551 17.53
3.33 834 1692 1902
3.94 834 1831 2048
457 1034 1968 2192
52% 1134 2103 2334
580 1234 2236 24.74
657 1334 23168 2612
7.0 1434 2500 27.49
7.6 1534 2630 28.85
BET 1634 2758 3009
8999 17.34 2887 3153

10,12 1834 3004 3285
1086 1934 3141 34.17
1461 2434 3765  40.65
IR49 2034 4877 4698

26.51 3934 5676 5934

3476 4933 6750 712

43.19 5933 7808 8330

51.74 6933 9053 9502

60,39 TH33 10188 106.63

69.13 8933 11304 11814

TT.93 9933 124.34 129.56

7.88
1RGN
12.H4
14.86
16.75

18.55
2028
21.596
23.59
25.19

Z6.76
ZR.30
a8z
31.32
3280

34.27
30, T2
J7.016
3808
4.0

4653
LX)
G6.TT
7040
@195

104,22
116.32
128.30
1417



Después del advenimiento de la computadora digital a principios de
los afos 50, surgieron elementos analiticos que han tenido un profundo
impacto en el campo cientifico. Uno de dichos elementos es precisa-
mente la simulacion, cuyos usos y aplicaciones se han multiplicado en
los ultimos anos.

Esta obra introduce al estudiante en los diferentes temas y técnicas
de simulacion de sistemas, y para que obtenga el maximo provecho de
los conceptos y metodologias que se explican, se recomienda que tenga
conocimientos de computacion (lenguajes de propdsito general como
Fortran, Pascal, etc.) y de probabilidad y estadistica.

El texto sintetiza las experiencias del autor y presenta opiniones ob-
tenidas, tanto en el aula como en la prictica, del andlisis y simulacion de
sistemas reales. Es un excelente libro con aplicaciones de simulacion en
ireas tales como Economia, Finanzas, Sistemas de Inventarios, Anilisis
y Evaluacion de Inversiones y Sistemas de colas, entre otras,

e-mail: limusa @ noriega.com.mx
WWW.Noriega.com.mx
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